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На основе использования метода разделения переменных и ортогонального ме-
тода Бубнова—Галёркина получено точное аналитическое решение гиперболи-
ческого уравнения теплопроводности для бесконечной пластины при граничных
условиях первого рода. Показано, что прогрев (охлаждение) тела определяет-
ся движением фронта ударной тепловой волны, на котором происходит обрыв
температурной кривой (скачок температуры). Фронт тепловой волны разделя-
ет исследуемую область на две подобласти — возмущенную, где температура
изменяется от температуры стенки (граничное условие первого рода) до тем-
пературы на фронте волны, и невозмущенную, на всем протяжении которой
температура равна начальной температуре.

Ключевые слова: гиперболическое уравнение, аналитическое решение, фронт
ударной тепловой волны, скорость тепловой волны, время релаксации.

1. Обоснование необходимости применения гиперболических уравнений
в краевых задачах. Вывод классического параболического уравнения тепло-
проводности вида

∂t(x, τ)

∂τ
= a

∂2t(x, τ)

∂x2
(1)

основывается на гипотезе Фурье о пропорциональности теплового потока гра-
диенту температуры:

q = −λ ∂t
∂x
, (2)

где t— температура, x— координата; τ — время; a— коэффициент температу-
ропроводности; q— тепловой поток; λ— коэффициент теплопроводности.

В соответствии с (2) изменение температуры в какой-либо точке тела при-
водит к мгновенному изменению ее во всех других точках тела. Следователь-
но, в процессе вывода в уравнение (1) закладывается понятие бесконечной
скорости распространения теплового возмущения, что подтверждается ана-
лизом его аналитических решений. Из этих решений, в частности, следует,
что при граничных условиях первого рода (тепловой удар) тепловой поток
и скорости движения изотерм при x → 0 и τ → 0 принимают бесконечные
значения. Бесконечные значения скоростей движения изотерм отмечаются
также вблизи поверхностей, где задаются нулевые граничные условия вто-
рого рода (условия адиабатной стенки). Все эти так называемые парадоксы
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теории теплопроводности противоречат фундаментальным физическим зако-
нам, ограничивающим бесконечные значения физических величин и скоро-
стей распространения сигналов.

Указанные результаты решений уравнения (1) не отражают действитель-
ного (реального) распределения температурных полей. Впервые ещё в XIX
веке это было отмечено Риманом, который показал, что различным видам
изотермических поверхностей соответствуют различные дифференциальные
операторы теплопроводности, и среди них линейный оператор параболиче-
ского типа встречается лишь как частный случай. И, в частности, Риман
дал ответ на вопрос: каким должно быть температурное состояние тела про-
извольной формы, чтобы система изотерм, заданная в определенный момент
времени, оставалась бы системой изотерм в любой момент времени, т. е. чтобы
температура любой точки пространства выражалась в виде функции време-
ни и пространственных координат? Кроме того, отвечая на вопрос — какими
свойствами должно обладать тело, при которых возможна система кривых,
остающихся изотермами, Риман впервые показал, что свойства анизотропно-
го температурного поля характеризуются не теплофизическими параметра-
ми, а видом изотермических поверхностей, описываемых различными диф-
ференциальными операторами, среди которых могут присутствовать опера-
торы, включающие вторую, третью и т. д. производные от искомой функции
по пространственным переменным и времени. Отметим, что уравнение диф-
фузии, содержащее высшие производные по координатам и времени, на осно-
ве максвелловской теории распределения скоростей молекул было получено
А.А. Власовым [1].

Таким образом, параболическому оператору теплопроводности соответ-
ствует только строго определенный класс изотермических кривых, выход за
пределы которых невозможен путем одного лишь расширения начальных и
граничных условий. Поэтому невозможно получить изотермы, несвойствен-
ные параболическому оператору, одним лишь изменением этих условий —
путь, по которому происходило развитие теории теплообмена. Именно этот
путь и приводит к перечисленным выше парадоксам и некорректно постав-
ленным задачам, когда решение либо не единственно, либо не существует,
либо неустойчиво. Все это связано с ограниченностью параболического опе-
ратора теплопроводности, при выводе которого подразумевается, что темпе-
ратура является плавной функцией координат и времени. Однако существу-
ют действительные реальные процессы, имеющие так называемые фронтовые
поверхности, при переходе через которые искомая функция и ее производные
имеют разрыв. Такие функции описываются, например, гиперболическими
дифференциальными операторами.

Таким образом, с одной стороны процесс распространения тепла осуществ-
ляется потоком взаимодействующих частиц (электронов, атомов, молекул),
что описывается параболическим оператором теплопроводности, а количе-
ственные характеристики этого процесса определяются такими свойствами
среды, как теплопроводность и теплоемкость. С другой стороны, распростра-
нение тепла — волновой процесс, количественными характеристиками кото-
рого являются скорость тепловой волны и релаксация теплового потока [2].

Отсюда следует, что в нестационарных процессах закон распределения
теплоты, вообще говоря, не подчиняется гипотезе Фурье, что связано с от-
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сутствием в соотношении (2) параметров, учитывающих конечную скорость
её распространения. Необходимость введения таких параметров обусловлена
тем, что теплота передается мельчайшими частицами вещества (электрона-
ми, молекулами, ионными решетками), а конечный результат этой передачи
(температура тела) зависит от скоростей движения (колебания) этих частиц.
Следовательно, в формуле для распространения теплоты должны учитывать-
ся молекулярно-кинетические представления, связанные со скоростями дви-
жения частиц, длиной и временем их свободного пробега и взаимодействиями
при ударах.

Попытки обобщения уравнения (2) были предприняты авторами работ
[2–4], которые независимо друг от друга получили формулу для теплового
потока

q = −λ ∂t
∂x

− τr
∂q

∂τ
, (3)

где τr = a/W 2 — время релаксации (постоянная релаксации); W — скорость
продвижения теплового возмущения.

Время релаксации τ2 является характеристикой неравновесности процес-
са теплопроводности. И оно тем больше, чем больше нарушается тепловое
равновесие (тем бóльшую в этом случае погрешность можно получить при
описании процесса уравнением (1)). Отсюда можно заключить, что τr — вре-
мя, необходимое для перевода теплового потока в форму теплового движения
частиц, участвующих в процессе передачи теплоты. Следовательно, соотно-
шение τr∂q/∂τ в (3) учитывает инерционность теплового потока, т. е. учиты-
вает время, необходимое для его ускорения.

Соотношение (3) принимает вид формулы (2) в случае, если W → ∞. Так
как уравнение 2 положено в основу вывода параболического уравнения (1),
то, следовательно, бесконечная скорость распространения теплового возму-
щения оказывается заложенной в нем уже в процессе вывода.

Отметим, что А.В. Лыковым уравнение вида (3) было получено на основе
использования теории Максвелла об аналогии механических свойств жидко-
стей и твёрдых тел исходя из представления о релаксации — явлении рас-
сасывания упругих напряжений сдвига, т. е. рассеивания упругой энергии,
запасенной в деформируемом теле, путем перехода её в теплоту, что связано
с хаотическим тепловым движением молекул. На основе этой теории доказы-
вается пропорциональность времени релаксации теплового потока τr времени
релаксации вязких напряжений.

На основе (3) авторами работ [2–4] было выведено гиперболическое урав-
нение теплопроводности вида

∂t(x, τ)

∂τ
+ τr

∂2t(x, τ)

∂τ2
= a

∂2t(x, τ)

∂x2
. (4)

Уравнение (4) было также получено А.С. Предводителевым исходя из со-
всем иных представлений, а именно из анализа скоростей перемещения изо-
термических поверхностей, т. е. с использованием представления Римана при
полном отказе от релаксационной формулы (3). Факт получения одного и то-
го же уравнения исходя из различных исходных предпосылок позволяет сде-
лать вывод о достаточной физической обоснованности как уравнения (4), так
и формулы (3).
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Достоверность уравнения (4) подтверждается также его полной аналоги-
ей с телеграфным уравнением, описывающим электрические процессы. Тож-
дественность переноса тепла и электричества базируется на аналогии зако-
нов Фурье и Ома, подтверждающейся законом Видемана—Франца, согласно
которому отношение коэффициентов теплопроводности и электропроводно-
сти для всех металлов при одной и той же температуре одинаково. Следова-
тельно, электроны проводимости переносят не только электрический заряд,
но и теплоту. В металлах, где концентрация свободных электронов высока,
практически вся теплота переносится электронами, в связи с чем металлы
с высокой электропроводностью являются также и высокотеплопроводными.

О наличии аналогии между этими двумя явлениями свидетельствует так-
же тот факт, что переход вещества в состояние сверхпроводимости (рез-
кое падение электрического сопротивления) при низких температурах сопро-
вождается резким увеличением теплопроводности. Например, коэффициент
теплопроводности жидкого гелия при температуре −270℃ составляет λ =
= 0,0106 (Вт/м·К), а при температуре — 271℃ он увеличивается до величи-
ны λ = 0,9869·106 Вт/(м·К), т. е. явление сверхпроводимости сопровождается
также явлением сверхтеплопроводности. Время релаксации теплового потока
в данном случае составляет τr ≈ 10−3 c, а скорость продвижения тепловой
волны W = 19 м/с [2]. Такие величины τr и W приводят к соизмеримо-
сти второго слагаемого левой части уравнения (4) с другими его членами и,
следовательно, для определения температуры необходимо привлекать гипер-
болическое уравнение теплопроводности.

Для большинства практических задач теплопроводности влияние конеч-
ной скорости распространения теплоты в уравнении (4) пренебрежимо мало.
В самом деле, скорость диффузного распространения теплоты на 10 поряд-
ков меньше скорости движения фронта тепловой волны [5]. Однако в ряде
тепловых процессов наиболее достоверный результат можно получить лишь
на основе исследования решений гиперболических уравнений теплопровод-
ности. К их числу относятся высокоинтенсивные нестационарные процессы,
время протекания которых сопоставимо с временем релаксации τr, например,
при нагреве металлов короткими лазерными импульсами (длительностью от
нано- до фемтосекунд). Скорость нагревания здесь сопоставима с временем
термализации, которое необходимо электронам для обмена энергией с решет-
кой, и с временем релаксации, которое нужно для изменения их состояния.
К числу других относятся процессы нагревания при трении с высокой скоро-
стью, при анализе физических механизмов возникновения теплового удара,
локального нагрева при динамическом распространении трещины в около-
звуковом режиме и т. п. [6].

Из решения уравнения (4) для малых значений временнóй и простран-
ственной координат (τ → 0, x → 0) следуют выводы, противоположные тем,
которые получаются из решения уравнения (1). И, в частности, тепловой по-
ток на стенке и скорости движения изотерм при x → 0 и τ → 0 принимают
уже не бесконечные, а нулевые значения, что вполне объясняется инерцион-
ным характером распространения теплоты с учетом конечной скорости этого
процесса. Следует, однако, отметить, что при больших значениях времени
и пространственной координаты решения уравнений (1) и (4) для определен-
ного круга задач (см. ниже) полностью совпадают. В связи с этим возникает
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вопрос: в каких диапазонах временных интервалов необходимо использовать
решения гиперболического уравнения, а в каких, не допуская значительных
погрешностей, можно пренебречь конечной скоростью распространения теп-
лоты?

Для ответа на поставленные выше вопросы необходимо выполнить деталь-
ное исследование точного аналитического решения гиперболического уравне-
ния теплопроводности для конечного пространства. В известной литературе
решения этого уравнения приводятся в основном лишь для полупростран-
ства, что затрудняет их исследование ввиду трудностей представления ис-
ходной математической постановки задачи полностью в безразмерном виде
(для всех переменных задачи) и не позволяет выполнить детальный анализ
и сделать заключения наиболее общего вида. Кроме того, решение для полу-
пространства не позволяет выполнить исследование обратной тепловой вол-
ны, возникающей при достижении фронтом теплового возмущения проти-
воположной стенки. На фронте обратной тепловой волны, так же как и на
фронте прямой волны, наблюдается обрыв температурных кривых.

2. Математическая постановка задачи. В настоящей работе получено точ-
ное аналитическое решение гиперболического уравнения теплопроводности
для бесконечной пластины при симметричных граничных условиях первого
рода. Математическая постановка задачи имеет вид:

∂t(x, τ)

∂τ
+ τr

∂2t(x, τ)

∂τ2
= a

∂2t(x, τ)

∂x2
(τ > 0, 0 6 x 6 δ); (5)

t(x, 0) = t0;
∂t(x, 0)

∂τ
= 0;

∂t(0, t)

∂x
= 0; t(δ, τ) = tст, (6)

где t0 — начальная температура; tст — температура стенки; δ— толщина пла-
стины.

Введём следующие обозначения:

Θ = (t− tст)/(t0 − tст), ξ = x/δ, Fo = aτ/δ2, (7)

где Θ— относительная избыточная температура; ξ — безразмерная координа-
та; Fo— число Фурье.

С учётом принятых обозначений задача (5), (6) запишется так:

∂Θ(ξ, Fo)

∂Fo
+ For

∂2Θ(ξ, Fo)

∂Fo2
=
∂2Θ(ξ, Fo)

∂ξ2
(8)

(Fo > 0, 0 6 Θ 6 1, 0 6 ξ 6 1);

Θ(ξ, 0) = 1; (9)

∂Θ(ξ, 0)/∂Fo = 0; (10)

∂Θ(0, Fo)/∂ξ = 0; (11)

Θ(1, Fo) = 0, (12)

где For = aτr/δ
2.

3. Последовательность решения задачи. Решение задачи (8)–(12) прини-
мается в виде

Θ(ξ, Fo) = ϕ(Fo)ψ(ξ). (13)
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Подставляя (13) в (8), находим

For

d2ϕ

dFo2
+

dϕ

dFo
+ νϕ = 0; (14)

d2ψ

dξ2
+ νψ = 0, (15)

где ν = µFor, µ— некоторая постоянная.
Граничные условия для уравнения Штурма—Лиувилля (15) исходя из (11)

и (12) задаются соотношениями

dψ(0)/dξ = 0; (16)

ψ(1) = 0. (17)

Решение уравнения (15) с граничными условиями (16), (17) принимается
в виде [7]

ψ(ξ) = cos
(

r
π

2
ξ
)

, r = 2k − 1, k ∈ N. (18)

Соотношение (18) удовлетворяет граничным условиям (16), (17). Для на-
хождения собственных чисел составим невязку уравнения (15) и потребуем
ортогональности невязки к функциям cos (rπξ/2) (r = 2k − 1, k ∈ N), т. е.

∫

1

0

[

−r2π
2

4
cos

(

r
π

2
ξ
)

+ ν cos
(

r
π

2
ξ
)

]

cos
(

j
π

2
ξ
)

dξ = 0, (19)

где j = r = 2k − 1, k ∈ N.
Ввиду ортогональности косинусов соотношение (19) примет вид

∫

1

0

[

−r2π
2

4
cos2

(

r
π

2
ξ
)

+ ν cos2
(

r
π

2
ξ
)

]

dξ = 0. (20)

Вычисляя интегралы в (20), получаем

νk =
1

4
r2π2, r = 2k − 1, k ∈ N. (21)

Собственные числа, найденные по формуле (19)), полностью совпадают
с точными их значениями [3]. Собственные функции для каждого собствен-
ного числа находятся из (18). Нетрудно убедиться, что соотношение (18) при
использовании собственных чисел, определяемых по формуле (21), точно удо-
влетворяет уравнению Штурма—Лиувилля (15). В самом деле, соотношение
rπ/2 аргумента косинуса можно представить как rπ/2 =

√
νk, r = 2k − 1,

k ∈ N, следовательно, оно представляет собой спектр собственных чисел [7, 8].
Характеристическое уравнение для однородного дифференциального урав-

нения второго порядка (14) имеет вид

Forz
2 + z + νk = 0. (22)

Уравнение (22) для каждого собственного числа νk имеет два действи-
тельных отрицательных корня z1k, z2k:

zik = (−1±
√
1− 4Forνk)/(2For), i ∈ {1, 2}, k ∈ N.
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С учётом найденных значений z1k и z2k решение уравнения (22) для каж-
дого собственного числа примет вид

ϕk(Fo) = C1k exp(z1kFo) + C2k exp(z2kFo), (23)

где Cik — неизвестные коэффициенты; i ∈ {1, 2}, k ∈ N.
Подставляя (18), (23) в (13), находим

Θk(ξ, Fo) =
[

C1k exp(z1kFo) +C2k exp(z2kFo)
]

cos
(

r
π

2
ξ
)

, (24)

где r = 2k − 1; k ∈ N.
Каждое частное решение (24) точно удовлетворяет уравнению (8) и гра-

ничным условиям (11), (12), но ни одно из них, в том числе и их сумма

Θ(ξ, Fo) =

∞
∑

k=1

{[

C1k exp(z1kFo) + C2k exp(z2kFo)
]

cos
(

r
π

2
ξ
)}

, (25)

r = 2k − 1, k ∈ N

не удовлетворяют начальным условиям (9), (10). Для выполнения начальных
условий составляет их невязка и требуется ортогональность невязки ко всем
собственным функциям cos (rπξ/2):

∫

1

0

[

∞
∑

k=1

(

C1ke
z1kFo + C2ke

z2kFo
)

cos
(

r
π

2
ξ
)

− 1

]

Fo=0

cos
(

j
π

2
ξ
)

dξ = 0,

∫

1

0

[

∞
∑

k=1

(

C1kz1ke
z1kFo + C2kz2ke

z2kFo
)

cos
(

r
π

2
ξ
)

]

Fo=0

cos
(

j
π

2
ξ
)

dξ = 0,

где j = r = 2k − 1, k ∈ N. Последние соотношения можно переписать следу-
ющим образом:

∫

1

0

[

∞
∑

k=1

(C1k + C2k) cos
(

r
π

2
ξ
)

− 1

]

cos
(

j
π

2
ξ
)

dξ = 0, (26)

∫

1

0

[

∞
∑

k=1

(C1kz1k + C2kz2k) cos
(

r
π

2
ξ
)

]

cos
(

j
π

2
ξ
)

dξ = 0. (27)

Соотношения (26), (27) ввиду ортогональности косинусов примут вид

∫

1

0

(C1k + C2k) cos
2

(

r
π

2
ξ
)

dξ −
∫

1

0

cos
(

r
π

2
ξ
)

dξ = 0, (28)

∫

1

0

(C1kz1k +C2kz2k) cos
2

(

r
π

2
ξ
)

dξ = 0. (29)

где r = 2k − 1, k ∈ N.
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Вычисляя интегралы в соотношениях (28), (29), относительно неизвест-
ных коэффициентов C1k, C2k получаем систему двух алгебраических линей-
ных уравнений. Её решение

C1k = −C2k

z2k
z1k

, C2k = ± 4

rπ

(

1− z2k
z1k

)

−1

, (30)

где знак «плюс» берётся при r = 4k−3, знак «минус» — при r = 4k−1, k ∈ N.
После определения неизвестных коэффициентов C1k и C2k точное анали-

тическое решение задачи (8)–(12) находится из (25). Непосредственной под-
становкой можно убедиться, что все исходные уравнения задачи (8)–(12) удо-
влетворяются точно.

4. Анализ полученных результатов. На рис. 1, 2 приведены результаты
расчётов безразмерной температуры по формуле (25) для следующих исход-
ных данных задачи: a = 10−6 м2/с; τr = 10−7 с; δ = 0,001 м.

Анализ результатов позволяет сделать вывод о том, что при малых значе-
ниях времени Fo и пространственной координаты ξ на фронте температурно-
го возмущения наблюдается обрыв температурных кривых, т. е., по существу,
образуется фронт ударной тепловой волны, на границе которого наблюдает-
ся скачок температуры от величины температуры в точке обрыва до началь-
ной температуры. Область тела, находящаяся за пределами фронта тепло-
вой волны, оказывается невозмущённой, и температура здесь равна началь-
ной температуре. Такой результат является следствием конечной скорости
распространения теплоты, которая для условий данной конкретной задачи
составит величину W =

√

a/τr = 3,16228 м/с.
Температура в точках обрыва описывается формулой

t(τ) = t0 − exp (−τ/(2τr)) ,

полностью совпадающей с соотношением для температуры в точках обрыва,
полученным в работах [4, 5], где решения были найдены для полупростран-
ства.

Рис. 1. Изменение температуры в пластине
с учётом конечной скорости распростра-
нения теплоты; 5 · 10−7

6 Fo 6 5 · 10−3,
For = 10−7

Рис. 2. Изменение температуры в пла-
стине с учётом конечной скорости распро-
странения теплоты; 10−8

6 Fo 6 5 · 10−5,
For = 10−7
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Отмечается линейная закономерность движения точки обрыва по про-
странственной координате во времени x = δ −Wτ (рис. 3). Этот факт под-
тверждается исследованиями, приведёнными в [5].

После достижения в точке обрыва температуры Θ = 1,0 (для приведённых
выше исходных данных задачи это происходит при Fo ≈ 6 · 10−6) полученные
по формуле (25) результаты полностью совпадают с решением параболиче-
ского уравнения теплопроводности (см. рис. 1).

Ответ на поставленный выше вопрос о разграничении временных интерва-
лов использования решений параболического и гиперболического уравнений
можно получить на основе исследования решения гиперболического уравне-
ния теплопроводности при различных значениях числа For. Эти исследова-
ния показали, что с увеличением For обрыв температурных кривых наблю-
дается для бóльших значений числа Fo и координаты ξ. Так, например, для
приведенных выше исходных данных For = 10−7. Обрыв температурных кри-
вых здесь заканчивается при Fo ≈ 6 · 10−6. Расстояние, на которое проникает
фронт ударной тепловой волны по координате ξ, в этом случае составляет
1− ξ ≈ 0,008. В случае, если For = 6,25 · 10−3, окончание обрыва темпера-
турных кривых наблюдается при Fo ≈ 0,08. Температурные возмущения для
этого Fo распространяются практически на всю толщину пластины — коорди-
ната фронта возмущения составляет 1 − ξ ≈ 0,94 (см. рис. 4). Для For = 0,1
обрыв температурных кривых не заканчивается при достижении фронтом
температурного возмущения координаты 1 − ξ ≈ 1. В этом случае темпе-
ратура на стенке при ξ ≈ 0 (адиабатная стенка) при Fo ≈ 0,31623 скачком
изменяется от температуры Θ = 1,0 до Θ ≈ 0,79. При дальнейшем охла-
ждении тела возникает обратная тепловая волна, на фронте которой также
наблюдается обрыв температурных кривых.

Полученные результаты позволяют сделать вывод, что во всех случаях,
когда время релаксации τr велико, а скорость движения фронта ударной теп-
ловой волны W мала, необходимо использовать гиперболическое уравнение
теплопроводности. При этом исследуемые процессы не обязательно должны
быть быстропротекающими.

Следует отметить, что сходимость ряда (25) существенно зависит от ве-
личины числа Фурье, для которого необходимо определять распределение
температуры по толщине пластины. Например, для задачи с приведенными

Рис. 3. Перемещение фронта ударной теп-
ловой волны по координате ξ во времени Fo;

For = 6,25 · 10−3

Рис. 4. Распределение температуры в пла-
стине с учётом конечной скорости распро-

странения теплоты; For = 6,25 · 10−3
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выше исходными данными в диапазоне числа Фурье 0,1 6 Fo <∞ для сходи-
мости достаточно всего нескольких членов этого ряда. При 0,0001 6 Fo 6 0,1
сходимость имеет место при 10–1000 членах ряда. Для всех чисел Фурье,
при которых происходит обрыв температурных кривых, число членов ряда
(25), необходимых для его сходимости, существенно возрастает (от 10000 при
Fo = 10−5 до 1 000 000 при Fo = 10−8). При дальнейшем уменьшении числа
Фурье количество членов ряда (25) может достигать нескольких миллионов.
Для расчётов таких рядов требуются компьютеры с большим быстродействи-
ем. Максимальное число членов ряда, использованных в настоящей работе,
равнялось 2000000 (для Fo = 10−9). При этом время работы компьютера
на базе Intel© Core™ 2 Cuad CPU Q9400 2,66 ГГц c 3,25 Гб ОЗУ составляло
около 8 часов. Отметим, что сходимость ряда (25) в данном случае не была
достигнута. В связи с этим кривая изменения температуры для Fo = 10−9 на
графиках представленных рисунков не приведена.
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On the basis of use of a method of division of variables and an orthogonal method of
Bubnov–Galyorkin the exact analytical decision of the hyperbolic equation of heat con-
ductivity for an infinite plate under boundary conditions of the first sort is obtained.
It is shown that having warmed up (or cooled)a body it is defined by movement of
front of a shock thermal wave on which there is a breakage temperature curve (tem-
perature jump). The front of a thermal wave divides investigated area on two subareas
— revolted where the temperature changes from wall temperature (a boundary condi-
tion of the first sort) to the temperature at the front waves and not revolted where the
temperature is equal to reference temperature.
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