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На основе идентификации закона разложения связующих композиционных ма-
териалов предложена математическая модель и метод численного решения за-
дач о тепловом состоянии большинства композиционных материалов в усло-
виях существенно нестационарного высокотемпературного нагружения. Полу-
ченный закон разложения связующих позволил в задачах о тепловом состоянии
композиционных материалов не рассматривать химическую кинетику в обла-
сти разложения связующего. Анализ численных результатов подтверждает
предложенный подход к моделированию теплового состояния композиционных
материалов.
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связующие смолы, тепломассоперенос, математическое моделирование, числен-
ные методы.

Введение. Композиционные материалы широко применяются в качестве
теплозащитных материалов благодаря своим уникальным свойствам, выте-
кающим из технологии их изготовления. Матрица из тонковолокнистого на-
полнителя (стекло-, абсо-, угле- и т. д. волокон) пропитывается связующими
смолами, легко разлагающимися при умеренных температурах. При исполь-
зовании таких материалов в качестве теплозащитных при гиперзвуковых ско-
ростях полета (числа Маха M > 5÷ 6) летательных аппаратов тепловые по-
токи от высокотемпературных пограничных слоев поглощаются за счёт сле-
дующих факторов: объёмной теплоёмкости до 500 К; эндотермических реак-
ций разложения связующего (пиролиза) с образованием пористого остатка и
пиролизных газов (от 500 до 1100 К); фильтрации пиролизных газов через
пористый остаток; вдува пиролизных газов в пограничный слой; уноса мас-
сы пористого остатка при достижении наружной поверхностью температуры
уноса массы (для различных материалов — различная).

Отсюда видно, что математическое моделирование процессов тепломас-
сопереноса в композиционных материалах представляет собой сложную ком-
плексную проблему, которая в полной мере не решена до сих пор и которой
уделяется значительное внимание не только теплофизиками, аэродинамика-
ми, материаловедами, но и математиками. В отношении отдельных частных
математических моделей эта проблема решалась в работах [1–5].

До настоящего времени математическое моделирование тепломассопере-
носа в композиционных материалах осуществлялось для отдельного компо-
зиционного материала в силу различных химических составов и различных
физико-химических превращений. Попытки разработать универсальные ма-
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тематические модели тепломассопереноса, пригодные для любого компози-
ционного материала, не приводили к успеху.

1. Принятые обозначения. В настоящей работе приняты следующие обо-
значения: λ, c, ρ, T — теплопроводность, теплоёмкость, плотность, темпера-
тура соответственно; α— коэффициент теплоотдачи; x, t, δ — пространствен-
ная и временная переменные, толщина; ε— степень черноты; Π— пористость;
Q— теплота фазовых превращений; u, M̄ , R, k, p— скорость, молярная масса,
газовая постоянная, коксовое число, давление соответственно; µ— динамиче-
ская вязкость.

Индексы у величин применительно к ним означают следующее: н — нача-
ло; к — конец; ∗∗ — область пиролиза; г — пиролизный газ; кс — пористый оста-
ток; s — номер слоя (s = 1, 2, . . . , r); ∗ — наружная граница уноса массы; w1,

w2 — наружная и внутренняя свободные границы; e — газ, омывающий сво-
бодные поверхности; eff — эффективный.

2. Идентификация закона разложения связующих. В данной работе пред-
ложен закон разложения связующих, позволяющий обойти химическую ки-
нетику и пригодный для любого композиционного материала. Существо его
заключается в следующем

Для большинства композиционных материалов известны эксперименталь-
ные значения температур и плотностей начала T ∗∗

н , ρн и окончания T ∗∗

к , ρк

разложения связующих. Кроме этого, известно также, что изменение плот-
ности связующего композиционного материала описывается экспоненциаль-
ным законом с неизвестным предэкспоненциальным множителем и показате-
лем экспоненты, зависящим от температуры и энергии активации. Используя
приведенные выше экспериментальные данные, можно определить предэкс-
поненциальный множитель и показатель экспоненты, которые теперь будут
зависеть еще и от времени. Тогда уравнение разложения связующего (аналог
закона Аррениуса) можно записать в форме

dρ(x, t)

dt
=

∂ρ

∂t
+

∂ρ

∂x

dx(t)

dt
= −ρA exp

(

−
B

T

)

, (1)

x∗∗н (t) 6 x 6 x∗∗к (t), t > t∗∗н ,

где A и B — параметры, подлежащие определению. Для их определения после
подстановки в соотношение (1) T ∗∗

н , ρн, T
∗∗

к , ρк получаем следующую систему
уравнений:











∂ρн

∂t
+

∂ρн

∂x
ẋ∗∗н = −ρнA exp (−BT ∗∗

н ) ,

∂ρк

∂t
+

∂ρк

∂x
ẋ∗∗к = −ρнA exp (−BT ∗∗

н ) ,

решая которую, находим:

A = C1 · ρн

(

ρн

ρк

C1

C2

)

−

T
∗∗

k

T∗∗

к −T∗∗

н

, B = − ln

(

ρk

ρн

C1

C2

)

T ∗∗

к T ∗∗

н

T ∗∗

к − T ∗∗

н

,

где

C1 =
ρн − ρ+

τ
+

(ρн − ρк)ẋ
∗∗

н

(x∗∗н )n − (x∗∗к )n
, C2 =

(ρ− − ρн)
(

(x∗∗н )n − (x∗∗к )n+1
)

(x∗∗н )n+1
− (x∗∗к )n+1

;
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ρ+ = ρк +
(ρн − ρк)

(

(x∗∗н )n − (x∗∗к )n+1
)

(x∗∗н )n+1
− (x∗∗к )n+1

,

ρ− = ρк +
(ρн − ρк)

(

(x∗∗н )n+1
− (x∗∗к )n

)

(x∗∗н )n − (x∗∗к )n
.

Здесь ρ− — значение плотности в n-ный момент времени в точке (x∗∗н )n+1, т. е.
ρ− = ρ

(

tn, (x∗∗к )n+1
)

, ρ+ — значение плотности в (n+ 1)–й момент времени в

точке (x∗∗н )n, т. е. ρ− = ρ
(

tn+1, (x∗∗н )n
)

.
После определения A и B нелинейное уравнение (1) относительно плотно-

сти ρ для зоны разложения связующих x∗∗н (t) 6 x 6 x∗∗к (t) решается численно.
Из изложенного ясно, что параметры A и B зависят от времени.

3. Обобщенная математическая модель тепломассопереноса в композици-
онных материалах. Для многослойной области, в которой наружный матери-
ал является композиционным, рассматривается следующая задача тепломас-
сопереноса при сложном теплообмене на свободных границах xw1, xw2:

– баланс конвективно-кондуктивных и лучистых тепловых потоков на на-
ружной границе xw1, соприкасающейся с высокотемпературным газоди-
намическим пограничным слоем, с учётом уноса массы:

αw1(Te1 − Tw1)− λr
∂T

∂x

∣

∣

∣

w1
− εw1σT

4
w1 = 0, (2)

x = xw1, xw1 = x0 +
r

∑

s=1

δr−s+1, λ = λr, 0 < t < t∗н;

αw1(Te1 − Tw1)− λr
∂T

∂x

∣

∣

∣

w1
− εw1σT

4
w1 = ṁQ∗(Te1), (3)

Tw1 = T ∗

w1(Te1), λ = (λr)eff , t∗н < t < t∗к, x = x∗w1(t),

x∗w1(t) = x0 +

r
∑

s=1

δr−s+1 −

∫ t

t∗н

ẋ∗(θ)dθ;

– уравнение теплопроводности в конструкционных материалах:

cs(T )ρs
∂T

∂t
=

∂

∂x

(

λs(T )
∂T

∂t

)

, (4)

xs−1 < x 6 xs, t > 0;

– непрерывность тепловых потоков и температур на границах разрыва
теплофизических характеристик конструкционных материалов:

λs+1(T )
∂T

∂x

∣

∣

∣

x=xs+0
− λs(T )

∂T

∂x

∣

∣

∣

x=xs−0
= 0, (5)

x = xs, t > 0;

– баланс конвективно-кондуктивных и лучистых тепловых потоков на
внутренней границе xw2:

αw2 (Te2 − Tw2) + λ1
∂T

∂x

∣

∣

∣

w2
− εw2σT

4
w2 = 0, (6)

x = xw2, t > 0;
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– уравнение теплопроводности с учётом фильтрации в пористом остатке:

(cr)eff(T ) · (ρr)eff(x)
∂T

∂t
=

∂

∂x

(

(λr)eff(T )
∂T

∂x

)

−Π(cρρu)г
∂T

∂x
, (7)

x∗∗к (t) < x < x∗∗w1(t), t > t∗∗н ;

– температура на границе окончания разложения связующего:

T = T ∗∗

к , x = x∗∗к (t), t > t∗∗к ; (8)

– уравнение энергии в зоне разложения связующего с учётом физико-
химических превращений с тепловым эффектом Q∗∗ и фильтрацией с
переменной пористостью:

(cr)eff(x, T ) · (ρr)eff(x, T )
∂T

∂t
=

=
∂

∂x

(

(λr)eff(T )
∂T

∂x

)

− ρr(x, t)Q
∗∗

−Π∗∗(x)(cρρu)г
∂T

∂x
, (9)

x∗∗н (t) < x < x∗к(t), t > t∗∗н ;

– температура на границе начала разложения связующего:

T = T ∗

н , x = x∗∗н (t), t > t∗∗н ; (10)

– переменная пористость в зоне разложения связующего:

Π∗∗(x) = Π
x− x∗∗н
x∗∗к − x∗∗н

, x∗∗н (t) < x < x∗∗к (t), t > t∗∗н ; (11)

– идентифицированный закон разложения связующего:

dρr

dt
=

∂ρr

∂t
+

∂ρr

∂x

dx

dt
= −ρrA · exp

(

−
B

T

)

, (12)

x∗∗н (t) < x < x∗∗к (t), t > t∗∗н ;

– условие Стефана на нестационарно подвижной границе начала разло-
жения связующего:

(λr)eff(T
∗∗

н )
∂T

∂x

∣

∣

∣

x=x∗∗

н (t)+0
−(λr)eff(T

∗∗

н )
∂T

∂x

∣

∣

∣

x=x∗∗

н (t)−0
= ρrẋ

∗∗

н (t)Q∗∗, (13)

x = x∗∗н (t), t > t∗∗н ;

– условие Стефана на нестационарно подвижной границе окончания раз-
ложения связующего:

(λr)eff(T
∗∗

к )
∂T

∂x

∣

∣

∣

x=x∗∗

к (t)+0
− (λr)(T

∗∗

к )
∂T

∂x

∣

∣

∣

x=x∗∗

к (t)−0
=

= (ρr)eff (x
∗∗

к (t)− 0) ẋ∗∗к (t)Q∗∗, (14)

x = x∗∗к (t), t > t∗∗к ;
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– уравнение неразрывности для пиролизных газов:

∂(pгuг)

dx
= 0, x∗∗к (t) < x < x∗w1(t), t > t∗∗к ; (15)

– уравнение состояния пиролизных газов:

ρг(x) =
ρг(x)M̄г

RгT (x)
, x∗∗к (t) < x < x∗w1(t), t > t∗∗к ; (16)

– закон фильтрации в форме Дарси:

uг = −
k

µ(T )

dp

dx
, x∗∗к (t) < x < x∗w1(t), t > t∗∗к ; (17)

– давление на наружной свободной границе xw1, давление и плотность
торможения пиролизных газов в области разложения связующего:

p(xw1) = pw1, p(x∗∗к ) =
ρ0гRгT

∗∗

к

Mг
, ρ0г =

∫ x∗∗

к

x∗∗

н

ρ̇r(t)dt; (18)

– начальные условия для температуры и подвижных границ:

T (x, 0) = Tн(x), x0 < x < xw1, t = 0;
x∗∗н (0) = x∗∗к (0) = x∗w1(0) = xw1;

(19)

– условие необратимости термодинамических процессов:

T ∗∗

н < T ∗∗

к < T ∗

w1(Te1), ρк(T ) < ρн(T ). (20)

Входными данными являются αw1(t), Te1(t), Q
∗(Te1), T

∗(Te1), εw1, αw2(t),
Te2(t), εw2; δs λs(T ), cs(T ), ρs; λкс(T ), cкс(T ), ρкс(T ); λг(T ), cг(T ), ρг(T ); ρн,
ρк; T

∗∗

н , T ∗∗

к , Q∗∗, Π, M̄г, k, Rг.

4. Методология численного решения. Математическая модель (2)–(20) яв-
ляется комплексной, включающей в себя следующие частные задачи:

1) обычного прогрева с граничными условиями различных родов (1-го,
2-го, 3-го и 4-го рода) при T (x, t) < T ∗∗

н ;
2) первоначального определения координат подвижных границ;
3) теплопроводности в пористом остатке с учётом фильтрации и подвиж-

ных границ — наружной границы уноса массы и границы окончания
разложения связующего;

4) генерации пиролизных газов в области разложения связующего и опре-
деления плотности и давления торможения ρOΓ, p(x∗∗к );

5) распределения давления газов в пористом остатке, поскольку фильтра-
ция возможна в случае превышения давления в пористом остатке над
давлением pw1 окружающей среды;

6) возможного уноса массы с температурой T ∗ и эффектом Q∗;
7) определения скоростей движения границ x∗∗н (t) и x∗∗к (t).
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В условиях наличия трех подвижных границ шаг τ численного интегриро-
вания по времени не может быть принят произвольным, как в случае отсут-
ствия подвижных границ, а должен быть определен из условия ограничения
максимальной из всех скоростей движения границ. Для этого можно исполь-
зовать баланс тепловых потоков (3), поскольку на наружной границе, как
правило, тепловые потоки являются максимальными.

Задавая максимальный путь движения границы x∗w1 в течение шага по
времени, равного, например, шагу hr пространственной сетки, из (3) можно
получить верхнюю оценку шага по времени τ :

τ 6
hr · ρeff ·Q∗(Te)

αw1(Te1 − T ∗

w1)− λeff
∂T
∂x

∣

∣

w1
−εw1σ(T ∗

w1)
4
.

В силу существенной нелинейности комплексной математической моде-
ли (2)–(20) используется разностно-итерационный метод решения. Опишем
общий подход.

1. Решается задача теории теплопроводности (2), (4)–(6), (19) в много-
слойной конструкции с граничными условиями на свободных границах
xw1, xw2 в виде балансов конвективно-кондуктивных и лучистых тепло-
вых потоков. При этом находится распределение температуры T (x, t)
в области x0 < x < xw1.

2. Если температура Tw1 наружной границы xw1 превысит температуру
T ∗∗

н начала разложения связующего, то по температуре T ∗∗

н интерпо-
ляцией распределения температур определяется начальное положение
границы x∗∗н (t), которое затем уточняется в итерационном цикле с помо-
щью соотношения (13). Аналогично определяются и начальные значе-
ния подвижных границ x∗∗к (t) и x∗w1(t) путём интерполяции полученного
распределения температур по температурам T ∗∗

к окончания разложения
и T ∗

w1(Te1) уноса массы соответственно.
3. Если возникла только граница x∗∗н (t), а границы x∗∗к (t) и x∗w1(t) не по-

явились, в области x0 6 x 6 x∗∗н (t) решается задача (4)–(6) с граничным
условием (10) на границе x∗∗н (t). Область x∗∗н (t) 6 x < xw1 считается об-
ластью разложения связующего и в ней решается задача (2), (9)–(12),
(15)–(18) с граничным условием (10) на границе x∗∗н (t).

4. По найденному распределению температур определяются плотности теп-
ловых потоков на границе x∗∗н (t), которые, будучи подставленными в
граничное условие Стефана (13) с использованием (10), дают возмож-
ность уточнить скорость ẋ∗∗н движения границы и значение координаты
x∗∗н (t). Итерационный процесс по уточнению распределения температур
и координаты границы x∗∗н (t) продолжается до получения заданной точ-
ности.

5. При появлении подвижной границы x∗∗к (t) окончания разложения свя-
зующего в незатронутой разложением области x0 6 x < x∗∗н (t) реша-
ется задача (4)–(6), (10), в нестационарно подвижной области x∗∗н (t) 6
6 x < x∗∗к (t)— задача (8)–(12), (15)–(18), а в области пористого остатка
x∗∗к (t) < x < xw1 — задача (2), (7), (8), (15)–(18). С помощью получен-
ного распределения температур определяются плотности тепловых по-
токов на подвижных границах x∗∗н (t) и x∗∗к (t), подстановка которых в
граничные условия Стефана (13) и (14) с учётом (10) и (8) позволяет
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получить линейные скорости x∗∗н (t) и x∗∗к (t) движения границ области
разложения связующего и координат x∗∗н (x), x∗∗к (t), ограничивающих
эту область. Координаты этих границ уточняются в итерационном цик-
ле с заданной точностью.

6. При достижении наружной границей xw1 температуры T ∗

w1 уноса мас-
сы возникает подвижная граница x∗w1(t), начальное положение которой
определяется интерполяцией распределения температур по температу-
ре T ∗

w1(Te1). Начиная с этого момента, решаются следующие задачи:
в незатронутой области x0 6 x 6 x∗∗н (t)— задача (4)–(6), (10); в об-
ласти x∗∗н (t) 6 x 6 x∗∗к (t) разложения связующего — (8)–(12), (15)–(18)
и в области пористого остатка x∗∗к (t) 6 x 6 x∗w1(t)— задача (3), (7),
(8), (15)–(18), причем на границе x∗w1(t) принимается граничное усло-
вие Tw1 = T ∗

w1 (Te1). Баланс тепловых потоков (3) вместе с условием
Tw1 = T ∗

w1(Te1) используется для определения массовой ṁ(t) и линей-
ной ẋ∗(t) скоростей движения границы x∗w1(t) после определения тем-
пературного поля по граничному условию 1-го рода Tw1 = T ∗

w1(Te1).
Итерационный процесс уточняет координаты трёх подвижных границ
x∗∗н (t), x∗∗к (t), x∗w1(t) и распределение температур.

С помощью разработанного программного комплекса был проведён пара-
метрический анализ результатов численного решения задач (2)–(20). При рас-
чётах использовались следующие значения параметров: T ∗ = 1700 К; Q∗ =
= 800 ÷ 1200 кДж/кг; Q∗∗ = 600 кДж/кг; ρн = 2000 кг/м3; ρк = 1850 кг/м3;
tкон = 40 с; τ = 0,2 с; εw1 = εw2 = 0,8; Tнач = 300 К; pw1 = 105 Па; r = 2;
δ1 = 0,01 м; δ2 = 0,01 м; λ1 = 0,0025 кВт/м·К; λ2 = 0,0004 кВт/м·К; c1 =
= 1,2 кДж/кг·К; c2 = 1,6 кДж/кг·К; ρ1 = 6000 кг/м3; ρ2 = 2000 кг/м3; αw1 =
= 1 кВт/м2

·К; Te1 = 3000 ÷ 4000 К; αw2 = 0,2 кВт/м2
·К; Te2 = 500 К; λкс =

= 0,002 кВт/м·К; cкс = 1,2 кДж/кг·К; ρкс = 1850 кг/м3; λг = 0,0001 кВт/м·К;
cг = 1,5 кДж/кг·К; ρг = 10 кг/м3; M̄ = 30 кг/кмоль.

На рис. 1 и 2 представлены некоторые результаты этих расчётов в ви-
де зависимостей от времени и температур начала и окончания разложения
связующих скоростей движения границ x∗(t) x∗∗н (t) и x∗∗к (t) и погрешностей
значения температуры в точке на границе композиционного и конструкцион-
ного материалов.

Результаты, представленные на этих рисунках, показали, что если темпе-
ратуры начала и окончания разложения связующего отклоняются от соответ-
ствующих экспериментальных значений на 10%, то максимальный разброс по
координатам подвижных границ не превышает 2%, а по температуре в узле
x = xw1 − δr, т. е. на границе между композиционным материалом и под-
ложкой — 4%, причём эти максимальные разбросы соответствуют моментам
времени, когда между подвижными границами x∗∗н (t) и x∗∗к (t) с одной сторо-
ны и узлом x = xw1 − δr осталось два–три узла фиксированной расчётной
сетки.

Таким образом, подтверждается подход к моделированию теплового со-
стояния композиционных материалов, изложенный в данной статье.

Работа выполнена при поддержке ФЦП 1.2.1 ГК П881 от 18.08.2009 г., НОЦ 1.1. ГК
39640-09002 от 16.03.2010 и Грантов Президента Российской Федерации МК-8460.2010.8,
НШ-64683.2010.8.
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Рис. 1. Изменение по времени координат подвижных границ при изменении температур
T
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Рис. 2. Изменение по времени относительной температуры в точке x = xw1 − δr относи-
тельно значений T
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