
Вестн. Сам. гос. техн. ун-та. Сер. Физ.-мат. науки. — 2010. — № 5 (21). — С. 179–189

УДК 539.219.3

ДИНАМИЧЕСКАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ
СПИРАЛЬНО-МНОГОСЛОЙНОГО НЕОДНОРОДНОГО
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Построено замкнутое решение задачи об осесимметричных колебаниях спираль-
но-многослойного неоднородного цилиндра с учётом сил вязкого сопротивления.
Цилиндр формируется навивкой предварительно натянутой по произвольно-
му закону металлической ленты на упругоподатливую оправку. Анализируется
спектр круговых частот свободных осесимметричных колебаний.

Ключевые слова: динамическая задача, нагрузка, неоднородный, цилиндр,
спирально-многослойный, силы вязкого сопротивления, метод конечных инте-
гральных преобразований.

В работе построено замкнутое решение осесимметричной динамической
задачи для спирально-многослойного цилиндра, который формируется путём
навивки предварительно натянутой металлической ленты на упругоподатли-
вую оправку. В отличие от [1] в настоящей работе учитываются силы вязкого
сопротивления.

Рассматриваются случай плоской деформации, а также плоского напря-
жённого состояния при наличии осевой симметрии.

Полый цилиндр подвержен действию произвольной радиально-симмет-
ричной нагрузки, приложенной как на внешней, так и внутренней поверх-
ностях.

Используя уравнения движения осесимметричной пространственной за-
дачи теории упругости в перемещениях, краевую задачу осесимметричных
колебаний спирально-многослойного неоднородного цилиндра можно сфор-
мулировать в следующем виде:

∂2Uн(r, t)

∂r2
+

n+ 1

r

∂Uн(r, t)

∂r
−

1− nβ

r2
Uн(r, t) −

1

C2
1

∂2Uн(r, t)

∂t2
=

= (α+ nβ)
T (r, t)

Eδr
−

β

Eδ

∂T (r, t)

∂r
(1)

при начальных и граничных условиях соответственно:

Uн(r, 0) = fн(r),
∂Uн(r, 0)

∂t
= gн(r), при t = 0, a 6 r 6 b; (2)

D
∂Uн(a, t)

∂r
+

F

a
Uн(a, t) = Aн(t), при r = a;

D
∂Uн(b, t)

∂r
+

F

b
Uн(b, t) = Bн(t), при r = b.

(3)

Вячеслав Владимирович Епишкин, аспирант, каф. сопротивления материалов и строитель-
ной механики.
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Здесь a, b (ā = a/b, b̄ = 1) — внутренний и наружный радиусы цилиндра;
Uн(r, t) — радиальное перемещение цилиндра; fн(r), gн(r)— функции началь-

ных перемещений и начальных скоростей перемещений; C1 =
√

D/ρн — ско-
рость волн расширения; ρн = ρr̄n — плотность материала навитой части ци-
линдра; ρ— плотность материала ленты; r̄ = r/b; n— показатель неоднород-
ности, зависящий от упругой податливости оправки и закона натяжения лен-
ты; δ — толщина ленты; T (r, t)— закон натяжения ленты;

Aн(t) =
A(t)

āн
−

FT (a, t)

Eδ
, Bн(t) =

B(t)

bн
−

FT (b, t)

Eδ
; (4)

A(t), B(t)— динамическое радиальное давление на внутренней и внешней по-
верхностях цилиндра; β = F/D, α = 1 − β — безразмерные коэффициенты,
причём F и D определяются следующими выражениями:

– в случае плоской деформации

D = λ+ 2µ =
E(1− ν)

(1− ν)(1− 2ν)
, F = λ =

Eν

(1 + ν)(1− 2ν)
,

– в случае плоского напряжённого состояния

D =
4µ(λ+ µ)

λ+ 2µ
=

E

1− ν2
, F =

2µλ

λ+ 2µ
=

Eν

1− ν2
,

где λ, µ— постоянные Ламе, а E, ν — модуль упругости и коэффициент
Пуассона материала ленты.

В соответствии с [2] начально-краевая задача (1)–(3) приводится к стан-
дартной форме. Для этой цели для Uн(r, t) вводим такое представление:

Uн(r, t) = gн
1 (r)A

н(t) + gн
2 (r)B

н(t) +W н(r, t), (5)

где W н(r, t), gн
1 (r), g

н
2 (r)— дважды дифференцируемые функции определяе-

мые ниже.
Подставляя выражение (5) в граничные условия (3) и требуя выполнения

равенств

gн
1 (b) = gн

2 (a) = gн′
1 (a) = gн′

1 (b) = gн′
2 (a) = gн′

2 (b) = 0;
gн
1 (a) = a/F, gн

2 (b) = b/F,
(6)

приходим к однородным граничным условиям для функции W н(r, t):

D
∂W н(a, t)

∂r
+

F

a
W н(a, t) = 0, при r = a;

D
∂W н(b, t)

∂r
+

F

b
W н(b, t) = 0, при r = b.

(7)

С учетом (5) дифференциальное уравнение (1) и начальные условия (2) за-
писываются следующим образом:

∂2W н(r, t)

∂r2
+

n+ 1

r

∂W н(r, t)

∂r
−

1− nβ

r2
W н(r, t)−

1

C2
1

∂2W н(r, t)

∂t2
= pн(r, t); (8)
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W н(r,0) = Gн
1(r,0),

∂W н(r,0)

∂t
= Gн

2(r,0), при t = 0. (9)

Здесь

pн(r, t) =
1

C2
1

(

gн
1 Ä

н(t) + gн
2 B̈

н
)

+

+
(1− nβ

r2
gн
1 (r)−

n+ 1

r
gн′
1 (r)− gн′′

1 (r)
)

Aн(t)+

+
(1− nβ

r2
gн
2 (r)−

n+ 1

r
gн′
2 (r)− gн′′

2 (r)
)

Bн(t)+

+ (α− nβ)
T (r, t)

Eδr

β

Eδr
−

β

Eδ
T ′(r, t), (10)

Gн
1(r,0) = fн(r)− gн

1 (r)A
н(0)− gн

2 (r)B
н(0),

Gн
2(r,0) = gн(r)− gн

1 (r)Ȧ
н(0) − gн

2 (r)Ḃ
н(0).

(11)

В соотношениях (6)–(11) и далее штрих означает дифференцирование по r,
а точка — по t.

Функции gн
1 (r), g

н
2 (r) можно представить в виде полиномов третьей степе-

ни. Тогда, используя условия (6), выражения для gн
1 (r), g

н
2 (r) можно получить

в виде
gн
1 (r) =

a
F (a−b)3

[

b2(3a− b)− 6bar + 3(b+ a)r2 − 2r3
]

,

gн
2 (r) =

b
F (b−a)3

[

a2(3b− a)− 6abr + 3(a + b)r2 − 2r3
]

.
(12)

Таким образом, исходная начально-краевая (1)–(3) задача преобразуется
к (7)–(9) для функции W н(r, t) с соответствующими однородными граничны-
ми условиями. Её решение осуществляется структурным алгоритмом метода
конечных интегральных преобразований.

Вводим на сегменте [a, b] конечное интегральное преобразование с весовой
функцией rn+1 и неизвестным пока ядром K(ξir), т. е. умножаем все члены
уравнения (8) и начальных условий (9) на rn+1K(ξir) и интегрируем в пре-
делах от a до b:

W̄ н(ξit) =

b
∫

a

rn+1W н(r, t)K(ξir)dr, (13)

b
∫

a

rn+1W н(r,0)K(ξir)dr =

b
∫

a

rn+1Gн
1(r)K(ξir)dr,

d

dt

b
∫

a

rn+1W н(r,0)K(ξir)dr =

b
∫

a

rn+1Gн
2(r)K(ξir)dr,

(14)

где ξi — параметры, образующие счётное множество.
Выполняя теперь интегрирование по частям и используя условия

rn+1

[

K(ξir)
∂W н(r, t)

∂r
−K ′(ξir)W

н(r, t)

]

= 0 (r = a, b); (15)
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b
∫

a

W н(r, t)
[

rn+1K ′′(ξir) + (n+ 1)rnK ′(ξir)− (1− nβ)rn−1K(ξir)
]

dr =

= −ξ2i

b
∫

a

rn+1W н(r, t)K(ξir)dr (16)

(условие равенства нулю билинейной формы на концах интервала [a, b] и опе-
рационное свойство), получаем счётную систему задач Коши для трансфор-
манты W̄ н(ξit)

d2W̄ н(ξi, t)

dt2
+ ω2

i W̄
н(ξi, t) = −C2

1 p̄
н(ξi, t) (17)

и однородную краевую задачу для ядра преобразования K(ξir). Действитель-
но, из (16) имеем

K ′′(ξir) +
n+ 1

r
K ′(ξir) +

(

ξ2i −
1− nβ

r2

)

K(ξir) = 0, (18)

а равенства (15) в сочетании с однородными относительно функции W н(r, t)
условиями (3) дают

DK ′(ξia) +
F

a
K(ξia) = 0, DK ′(ξib) +

F

b
K(ξib) = 0. (19)

В соответствии с методом квазинормальных координат [3] вводим в урав-
нение (17) силы упруговязкого сопротивления (внутреннего трения). Такой
приём основан на экспериментально подтвержденном факте, согласно которо-
му силы вязкого сопротивления практически не оказывают влияния на фор-
мы колебаний конструкции K(ξir), и их следует вводить в математическую
модель после отделения пространственной переменной r. Обозначив через
γ∗i коэффициенты потерь для каждой моды колебаний i, силу внутреннего
трения, следуя скорректированной частотно-независимой гипотезе Фойхта,
можно представить в виде [3]

R(ξi, t) = γ∗i ωi
dW̄ н(ξi, t)

dt
. (20)

С учётом (20) уравнение (17) принимает вид

d2W̄ н(ξi, t)

dt2
+ γ∗i ωi

dW̄ н(ξi, t)

dt
+ ω2

i W̄
н(ξi, t) = −C2

1 p̄
н(ξi, t), (21)

где ωi = C1ξi (i ∈ N) — круговые частоты радиально-симметричных колеба-
ний; p̄н (ξi, t), Ḡ

н
1(ξi), Ḡ

н
2(ξi)— трансформанты (13) функций (10), (11).

Начальные условия (14) записываются следующим образом:

W̄ н(ξi, 0) = Ḡн
1(ξi),

dW̄ н(ξi, 0)

dt
= Ḡн

2(ξi). (22)
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Решением уравнения (21) при начальных условиях (22) является выражение

W̄ н(ξi, t) = exp

(

−
γ∗i
2
ωit

)

[

Ḡн
1(ξi) cos(ωiεit)

Ḡн
2(ξi)

ωi

sin(ωiεit)−

−
C2
1

ωiεi

t
∫

0

p̄н(ξi, τ) exp

(

γ∗i
2
ωiτ

)

sin
(

ωiεi(t− τ)
)

dτ

]

, (23)

где εi =

√

1−
(γ∗

i )
2

4 .

Разыскивая нетривиальные решения дифференциального уравнения (18)
при граничных условиях (19), получаем общий интеграл в виде [4]

K(ξir) = (ξir)
−

n

2

{

Jp(ξir)
[

ξiYp−1(ξia)− h1Yp(ξia)
]

−

− Yp(ξir)
[

ξiJp−1(ξia)− h1Jp(ξia)
]

}

, (24)

где Jp(ξir), Yp(ξir)— цилиндрические функции I и II родов порядка

p =

√

n2

4
− nβ + 1;

ξi — положительные корни следующего трансцендентного уравнения:

(

ξiJp−1(ξib)− k1Jp(ξib)
)(

ξiYp−1(ξia) + h1Yp(ξia)
)

=

=
(

ξiJp−1(ξia) + h1Jp(ξia)
)(

ξiYp−1(ξib) + k1Yp(ξib)
)

. (25)

Применяя формулу обращения обобщенного метода конечных интеграль-
ных преобразований [2]

W н(r, t) =

∞
∑

i=1

W̄ н(ξit)K(ξir)

‖K(ξi)‖2
, (26)

представления (5) и (12), получим выражение для радиального перемеще-
ния спирально-многослойного неоднородного цилиндра с учётом сил вязкого
сопротивления при действии произвольно изменяющейся во времени ради-
ально-симметричной динамической нагрузки в виде разложения

Uн(r, t) =
aAн(t)

F (a− b)3
[

b2(3a− b)− 6abr + 3(a+ b)r2 − 2r3
]

+

+
bBн(t)

F (b− a)3
[

a2(3b− a)− 6abr + 3(a+ b)r2 − 2r3
]

+

+

∞
∑

i=1

W̄ н(ξit)K(ξir)

‖K(ξi)‖2
. (27)
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Здесь квадрат нормы ‖K‖2 в соответствии с [5] определяется выражением

‖K‖2 =

∫ b

a

rn+1K2(ξir)dr =
2

π2ξn+2
i

{

[

k2 + ξ2i

(

1−
p2

ξ2i b
2

)]

×

×

(

ξiJp−1(ξia)− h1Jp(ξia)

ξiJp−1(ξib)− k1Jp(ξib)

)2

−

[

h2 + ξ2i

(

1−
p2

ξ2i a
2

)]

}

, (28)

где h = (2F −nD)/(2Da), k = (2F −nD)/(2Db), h1 = ((n+2p)D−2F )/(2Da),
k1 = ((n + 2p)D − 2F )/(2Db).

Имея выражение (27), можно определить нормальные напряжения:

σн
r (r, t) = r̄n

[

D
∂Uн(r, t)

∂r
+

F

r
Uн(r, t) +

F

Eδ
T (r, t)

]

=
r̄nF

Eδ
T (r, t)+

+
r̄naAн(t)

F (a− b)3

{

F

[

b2

r
(3a− b)− 6ab+ 3(a+ b)r − 2r2

]

+

+ 6D
[

(a+ b)r − ab− r2
]

}

+

+
r̄nbBн(t)

F (b− a)3

{

F

[

a2

r
(3b− a)− 6ab+ 3(a+ b)r − 2r2

]

+

+ 6D
[

(a+ b)r − ab− r2
]

}

+

+ r̄n
∞
∑

i=1

W̄ н(ξit)

N [K(ξi)]

[

D
dK(ξir)

dr
+

F

r
K(ξir)

]

, (29)

σн
θ (r, t) = r̄n

[

F
∂Uн(r, t)

∂r
+

D

r
Uн(r, t) +

D

Eδ
T (r, t)

]

=
r̄nD

Eδ
T (r, t)+

+
r̄naAн(t)

F (a− b)3

{

D

[

b2

r
(3a− b)− 6ab+ 3(a+ b)r − 2r2

]

+

+ 6F
[

(a+ b)r − ab− r2
]

}

+

+
r̄nbBн(t)

F (b− a)3

{

D

[

a2

r
(3b− a)− 6ab+ 3(a+ b)r − 2r2

]

+

+ 6F
[

(a+ b)r − ab− r2
]

}

+

+ r̄n
∞
∑

i=1

W̄ н(ξit)

N [K(ξi)]

[

F
dK(ξir)

dr
+

D

r
K(ξir)

]

, (30)

σн
z (r, t) = r̄nF

[

∂Uн(r, t)

∂r
+

1

r
Uн(r, t) +

1

Eδ
T (r, t)

]

=
r̄nF

Eδ
T (r, t)+
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+
r̄naAн(t)

(a− b)3

[

b2

r
(3a− b)− 12ab+ 9(a+ b)r − 8r2

]

+

+
r̄nbBн(t)

(b− a)3

[

a2

r
(3b− a)− 12ab+ 9(a+ b)r − 8r2

]

+

+ r̄nF

∞
∑

i=1

W̄ н(ξit)

N [K(ξi)]

[

dK(ξir)

dr
+

1

r
K(ξir)

]

, (31)

здесь

dK(ξir)

dr
= ξн

i (ξir)
−

n

2

{

[

ξн
i Yp−1(ξia)− h1Yp(ξia)

]

×

×
[

Jp−1(ξir)−
n+ 2p

2rξн
i

Jp(ξir)
]

−

−
[

ξн
i Jp−1(ξia)− h1Jp(ξia)

]

[

Yp−1(ξir)−
n+ 2p

2rξн
i

Yp(ξir)
]}

. (32)

Обобщённые трансформанты, входящие в равенство (23), определяются
следующими выражениями:

Ḡн
1(ξi) =

∫ b

a

rn+1fн(r)K(ξir)dr+

+
1

F (b− a)3
[

Aн(0)ab2(3a− b)−Bн(0)a2b(3b− a)
]

In+1+

+
6ab

F (b− a)3
[Bн(0)b−Aн(0)a] In+2 +

3(a+ b)

F (b− a)3
[Aн(0)a−Bн(0)b] In+3+

+
2

F (b− a)3
[Bн(0)b−Aн(0)a] In+4, (33)

Ḡн
2(ξi) =

∫ b

a

rn+1gн(r)K(ξir)dr+

+
1

F (b− a)3

[

Ȧн(0)ab2(3a− b)− Ḃн(0)a2b(3b− a)
]

In+1+

+
6ab

F (b− a)3

[

Ḃн(0)b− Ȧн(0)a
]

In+2 +
3(a+ b)

F (b− a)3

[

Ȧн(0)a − Ḃн(0)b
]

In+3+

+
2

F (b− a)3

[

Ḃн(0)b− Ȧн(0)a
]

In+4, (34)

p̄н(ξit) =
a

c21F (b− a)3
[

b2(b− 3a)In+1 + 6abIn+2−

− 3(a+ b)In+3 + 2In+4

]

Äн(t)+

+
b

c21F (b− a)3
[

a2(3b− a)In+1 − 6abIn+2 + 3(a + b)In+3 − 2In+4

]

B̈н(t)+
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+
a

F (b− a)3
Aн(t)

{

[

b2(b− 3a)In−1 + 9(a + b)In+1 − 16In+2

]

−

− n
[

βb2(b− 3a)In−1 + (1 + β)6abIn + 2(3 + β)In+2 − 3(2 + β)(a+ b)In+1

]

}

+

+
b

F (b− a)3
Bн(t)

{

[

a2(3b− a)In−1 − 9(a+ b)In+1 + 16In+2

]

−

− n
[

βa2(3b− a)In−1 − (1 + β)6abIn − 2(3 + β)In+2 + 3(2 + β)(a + b)In+1

]

}

−

−
1− (n + 1)β

Eδ

∫ b

a

T (r, t)rnK(ξir)dr −
β

Eδ

∫ b

a

∂T (r, t)

∂r
rn+1K(ξir)dr. (35)

В зависимостях (33)–(35) Is — следующий определённый интеграл:

Is =

∫ b

a

rsK(ξir)dr, s = n− 1, n, . . . , n+ 4. (36)

Полагая n = 0, получаем из равенств (24)–(36) соответствующие резуль-
таты для однородного цилиндра [6, 7].

Рассмотрим некоторые частные случаи натяжения ленты.
1. Рассмотрим степенную зависимость натяжения ленты, полагая T (r, t)

не зависящим от времени t:

T (r) = T0

( r

a

)m

, a 6 r 6 b, (37)

где T0 — постоянный коэффициент; m ∈ R; в случае m > 0 натяжение воз-
растает, а при m < 0— убывает. Согласно [8], зависимость (37) позволяет
с достаточной точностью аппроксимировать законы натяжения ленты в боль-
шинстве случаев, встречающихся на практике.

Для (37) выражения (4) принимают вид

Aн(t) =
A(t)

ān
−

FT0

Eδ
, Bн(t) =

B(t)

b̄n
−

FT0

Eδ

bm

am
.

Дифференцируя их, получаем

Ȧн(t) =
Ȧ(t)

ān
, Äн(t) =

Ä(t)

ān
, Ḃн(t) =

Ḃ(t)

b̄n
, B̈н(t) =

B̈(t)

b̄n
. (38)

Выражения (27), (29)–(31) остаются справедливыми и в этом случае, од-
нако с учётом (37), (38) они существенно упрощаются. Обобщённые транс-
форманты, входящие в соотношение (23), принимают вид

p̄н(ξit) =
1

(b− a)3

{

(

(b3 − 3b2a)
aÄ(t)

c21F ān
+ (3a2b− a3)

bB̈(t)

c21F b̄n

)

In+1+

+
(

6abIn+2 − 3(a+ b)In+3 + 2In+4

)

(

aÄ(t)

c21F ān
−

bB̈(t)

c21F b̄n

)

+

+

[

(b3 − 3b2a)

(

aA(t)

F ān
−

aT0

Eδ

)

+ (3a2b− a3)

(

bB(t)

F b̄n
−

bm+1T0

Eδam

)]

(1− nβ)In−1+
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+
(

(

9(a+ b) + 3n(2 + β)(a+ b)
)

In+1 − 6n(1+ β)abIn −
(

16 + 2n(3 + β)
)

In+2

)

×

×

[

aA(t)

F ān
−

bB(t)

F b̄n
−

T0

Eδ

(

a−
bm+1

am

)]

}

+
α− (n+m)β

Eδam
T0Im+n,

Ḡн
1(ξi) =

∫ b

a

rn+1fн(r)K(ξir)dr+

+
In+1

F (b− a)3

{

ab2(3a− b)

(

A(0)

ān
−

FT0

Eδ

)

− a2b(3b− a)

(

B(0)

b̄n
−

FT0b
m

Eδam

)}

+

+
1

F (b− a)3

{

(

−6abIn+2 + 3(a+ b)In+3 − 2In+4

)

×

×

(

aA(0)

ān
−

aFT0

Eδ
−

bB(0)

b̄n
+

FT0b
m+1

Eδam

)}

,

Ḡн
2(ξi) =

∫ b

a

rn+1gн(r)K(ξir)dr−

−
In+1

F (b− a)3

(

ab2(3a− b)
Ȧ(0)

ān
− a2b(3b− a)

Ḃ(0)

b̄n

)

+

+
1

F (b− a)3
(

−6abIn+2 + 3(a+ b)In+3 − 2In+4

)

(

aȦ(0)

ān
−

bḂ(0)

b̄n

)

.

2. Лента навивается с постоянным натяжением: T (r, t) = T0 = const. Этот
случай получается из первого, в котором необходимо принять m = 0.

3. Натяжение ленты нарастает по линейному закону T (r, t) = (T0/a)r.
Этот случай получается из первого, в котором необходимо принять m = 1.

В качестве примера приведём частоты собственных колебаний неодно-
родного спирально-многослойного стального цилиндра наружного радиуса
b = 100 см и различной толстостенности (ā = 0,5, ā = 0,7, ā = 0,9), получен-
ного путём навивки на толстостенную оправку c̄ = c/a = 0,5 (c— внутренний
радиус оправки). Коэффициент Пуассона ленты равен 0,3. Цилиндр навит
при линейном законе натяжения ленты (m = 1).

В таблицах приведены первые десять безразмерных корней ξ̄i = ξib транс-
цендентного уравнения (25) и соответствующие им частоты собственных ко-
лебаний цилиндров.

Вычисления производились при помощи пакета прикладных программ
MathCad, при этом все расчётные соотношения были преобразованы к безраз-
мерным величинам. Показатель неоднородности определяется согласно [9].

На основании приведенных в таблицах данных замечаем, что более плот-
ный спектр частот отвечает плоскому напряжённому состоянию и большей
толщине неоднородного многослойного цилиндра. Разница между величина-
ми частот колебаний при одинаковой толщине стенки увеличивается в случае
плоской деформации.
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Частоты собственных колебаний цилиндра при плоской деформации
ā = 0,5 ā = 0,7 ā = 0,9

№
ξ̄i

ωi · 10
6,

ξ̄i
ωi · 10

6,
ξ̄i

ωi · 10
6,

сек−1 сек−1 сек−1

1 1,221 116 1,045 99 0,942 89
2 6,545 619 10,78 1020 33,04 3125
3 12,70 1201 21,10 1996 63,66 6023
4 18,94 1792 31,52 2982 94,80 8969
5 25,20 2384 41,97 3870 126,1 11928
6 31,47 2977 52,42 4960 157,4 14892
7 37,74 3571 62,88 5949 188,8 17859
8 44,02 4165 73,35 6939 220,2 20828
9 50,30 4759 83,82 7930 251,5 23798
10 56,57 5353 94,28 8920 282,9 26768

Частоты собственных колебаний цилиндра в случае плоского напря-
жённого состояния

ā = 0,5 ā = 0,7 ā = 0,9
№

ξ̄i
ωi · 10

6,
ξ̄i

ωi · 10
6,

ξ̄i
ωi · 10

6,

сек−1 сек−1 сек−1

1 1,292 110 1,11 95 0,986 84

2 6,550 560 10,71 916 32,44 2773

3 12,70 1086 21,06 1801 63,34 5415

4 18,94 1619 31,50 2692 94,60 8086

5 25,20 2154 41,95 3586 125,9 10764

6 31,47 2690 52,41 4480 157,3 13445

7 37,74 3226 62,87 5374 188,7 16127

8 44,02 3763 73,33 6269 220,1 18816

9 50,30 4300 83,81 7164 251,5 21495

10 56,58 4836 94,28 8059 282,8 24179
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