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Рассматривается несвязанная осесимметричная нестационарная задача обрат-
ного пьезоэффекта для анизотропного пьезокерамического радиально поляризо-
ванного цилиндра при действии на его внешних радиальных поверхностях элек-
трического потенциала, являющегося произвольной функцией по аксиальной ко-
ординате и времени. Новое замкнутое решение построено методом разложения
по собственным вектор-функциям в форме структурного алгоритма конечных
преобразований. Полученные соотношения позволяют определять частоты соб-
ственных колебаний, напряжённо-деформированное состояние элемента, а так-
же потенциал и напряжённость индуцируемого электрического поля.

Ключевые слова: задача обратного пьезоэффекта, пьезокерамический цилиндр,
осесимметричная динамическая нагрузка.

Введение. Исследование вынужденных осесимметричных колебаний пье-
зокерамического цилиндра при радиальной поляризации материала приводит
к формированию сложной системы дифференциальных уравнений. Пробле-
мы интегрирования расчётных соотношений решаются путём анализа более
простых задач электроупругости о колебаниях бесконечного цилиндра [1, 2],
исследования тонких пластин и оболочек [1–3]. Кроме того, используются
численные методы расчёта [2, 3].

В настоящей работе приводится новое замкнутое решение осесимметрич-
ной несвязанной динамической задачи обратного пьезоэффекта в трёхмерной
постановке. Построенный для пьезокерамического цилиндра алгоритм позво-
ляет удовлетворить смешанные краевые условия. Данный подход был пред-
ложен и впервые использован в работах Ю. Э. Сеницкого при исследовании
короткого анизотропного цилиндра [4–6].

1. Постановка задачи. В работе исследуется полый анизотропный цилиндр
с наведённой радиальной поляризацией, выполненный из пьезокерамическо-
го материала, и занимающий в цилиндрической системе координат (r∗, θ, z∗)
область Ω: {a 6 r∗ 6 b, 0 6 θ 6 2π, 0 6 z∗ 6 h}.

Для рассматриваемой задачи можно сформулировать различные физиче-
ски реализуемые краевые условия. Для определённости принимаем неэлек-
тродированные торцевые плоскости свободными от механических напряже-
ний, а радиальные поверхности — электродированными с заземлением закреп-
лённой ее внутренней части.

Краевая задача моделирует работу пьезоэлементов в приборах обратного
пьезоэффекта при действии на внешней криволинейной поверхности цилин-
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дра электрического потенциала V ∗(z∗, t∗). В результате данного воздействия
исследуемый элемент деформируется.

В общем случае дифференциальные уравнения осесимметричного движе-
ния и электростатики однородной упругой анизотропной среды в цилиндри-
ческой системе координат записываются в следующем виде [2, 3]:

∂σrr
∂r∗

+
∂σrz
∂z∗

+
σrr − σθθ

r∗
− ρ

∂2U∗

∂t2
∗

= 0,

∂σrz
∂r∗

+
∂σzz
∂z∗

+
σrz
r∗

− ρ
∂2W ∗

∂t2
∗

= 0,

∂Dr

∂r∗
+
Dr

r∗
+
∂Dz

∂z∗
= 0.

(1)

При радиальной поляризации материала уравнения состояния пьезокера-
мического тела определяются следующими равенствами [2, 3]:

σrr = C33

∂U∗

∂r∗
+ C13

(U∗

r∗
+
∂W ∗

∂z∗

)

+ e33
∂φ∗

∂r∗
,

σθθ = C13

∂U∗

∂r∗
+C11

U∗

r∗
+ C12

∂W ∗

∂z∗
+ e31

∂φ∗

∂r∗
,

σzz = C13

∂U∗

∂r∗
+ C12

U∗

r∗
+ C11

∂W ∗

∂z∗
+ e31

∂φ∗

∂r∗
,

σrz = C55

(∂W ∗

∂r∗
+
∂U∗

∂z∗

)

+ e15
∂φ∗

∂z∗
;

(2)

Dr = −ε33
∂φ∗

∂r∗
+ e31

(U∗

r∗
+
∂W ∗

∂z∗

)

+ e33
∂U∗

∂r∗
,

Dz = −ε11
∂φ∗

∂z∗
+ e15

(∂W ∗

∂r∗
+
∂U∗

∂z∗

)

.

(3)

Здесь σjk(r∗, z∗, t∗), U
∗(r∗, z∗, t∗), W

∗(r∗, z∗, t∗)— соответственно компоненты
тензора механических напряжений и вектора перемещений, j, k ∈ {r, θ, z};
Dr(r∗, z∗, t∗), Dz(r∗, z∗, t∗), φ

∗(r∗, z∗, t∗)— компоненты вектора индукции и по-
тенциал электрического поля; ρ, Cms, ems — объёмная плотность, модули упру-
гости и пьезомодули анизотропного электроупругого материала, m, s ∈ {1, 2,
3, 4, 5}; ε11, ε33 — диэлектрические проницаемости.

При решении несвязанной задачи обратного пьезоэффекта используется
допущение, что механические деформации не оказывают влияние на электри-
ческое поле. Таким образом, в равенствах (3) следует исключить компоненты
вектора перемещений:

U∗ =W ∗ = 0. (4)

В результате подстановки (3) в (1) с учётом (4) получаем дифференциальное
уравнение и краевые условия для электрического потенциала:

∇2φ+
ε11
ε33

∂2φ

∂z2
= 0, (5)
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где ∇2 = ∂2/∂2r + r−1∂/∂r; при z = 0 и z = L имеем

Dz = −C33ε11e
−1

15

∂φ

∂z
= 0, (6)

а при r = k и r = 1—

φ(k, z, t) = 0, φ(1, z, t) = V (z, t). (7)

Здесь используются следующие безразмерные величины: r = r∗/b, z = z∗/b,

L = h/b, k = a/b < 1; t = t∗
√

C33/ρ/b; φ = φ∗e15/(bC33), V = V ∗e15/(bC33).
На втором этапе исследования рассматривается начально-краевая задача

теории упругости в предположении, что потенциал электрического поля φ
известен (найден).

В результате подстановки равенств (2) в (1) получаем систему диффе-
ренциальных уравнений, граничные и начальные условия для динамической
задачи теории упругости в безразмерной форме:

∇2U −
C11

C33

U

r2
+
C55

C33

∂2U

∂z2
+
C13 + C55

C33

∂2W

∂r∂z
+
C13 − C12

C33

1

r

∂W

∂z
−
∂2U

∂t2
= B1,

C55

C33

∇2W +
C11

C33

∂2W

∂z2
+
C13 + C55

C33

∂2U

∂r∂z
+
C12 +C55

C33

1

r

∂U

∂z
−
∂2W

∂t2
= B2,

(8)

где

B1 = −
e33
e15

∇2φ+
e31
e15

1

r

∂φ

∂r
−
∂2φ

∂z2
, B2 = −

e15 + e31
e15

∂2φ

∂r∂z
−

1

r

∂φ

∂z
;

при z = 0 и z = L имеем

σzz = C13

∂U

∂r
+ C12

U

r
+ C11

∂W

∂z
+C33

e31
e15

∂φ

∂r
= 0,

U(r, 0, t) = U1(r, t), U(r, L, t) = U2(r, t);
(9)

при r = k и r = 1—

U(k, z, t) =W (k, z, t) = 0,

σrr
∣

∣

r=1
= C33

∂U

∂r
+ C13

(

U +
∂W

∂z

)

+ C33

e33
e15

∂φ

∂r
= 0,

σrz
∣

∣

r=1
= C55

(∂W

∂r
+
∂U

∂z

)

+ C33

∂φ

∂z
= 0;

(10)

при t = 0—
U(r, z, 0) = U0(r, z), U̇(r, z, 0) = U̇0(r, z);

W (r, z, 0) =W0(r, z), Ẇ (r, z, 0) = Ẇ0(r, z).
(11)

Здесь используются следующие безразмерные величины: U = U∗/b, V =
= V ∗/b, U1 = U∗

1
/b, U2 = U∗

2
/b, U0 = U∗

0
/b; точка означает дифференци-

рование по t; U∗

1
, U∗

2
— известные радиальные перемещения на торцевых по-

верхностях; U∗

0
, U̇∗

0
, W ∗

0
, Ẇ ∗

0
— известные в начальный момент времени пере-

мещения, скорости перемещений.
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Соотношения (5)–(11) представляют собой математическую формулиров-
ку рассматриваемой несвязанной начально-краевой задачи электроупруго-
сти.

2. Построение общего решения краевой задачи электростатики. Решение
осуществляется методом интегральных преобразований с последовательным
использованием конечного косинус-преобразования Фурье по координате z
и интегрального преобразования Вебера [7] по переменной r.

Применяя к (5)–(7) косинус-преобразование Фурье по переменной z, по-
лучаем следующую задачу в пространстве изображений:

∇2φc −
ε11
ε33

j2mφc = 0, (12)

где φc(r,m, t) = Fm
c

(

φ(r, z, t)
)

, Vc(m, t) = Fm
c

(

Vc(z, t)
)

;

Fm
c

(

·
)

=

∫ L

0

(

·
)

cos jmz dz, jm = mπ/L; m ∈ {0} ∪ N;

при r = k и r = 1 имеем

φc(k,m, t) = 0, φc(1,m, t) = Vc(m, t). (13)

Используя процедуру стандартизации (приведение к однородным гранич-
ные условия) по координате r к краевой задаче (12), (13), представляем транс-
форманту Фурье в виде

φc(r,m, t) = (1− k)−1(r − k)Vc + χc(r,m, t) (14)

и получаем новую краевую задачу относительно χc(r,m, t):

∇2χc −
ε11
ε33

j2mχc = Ec, (15)

где Ec =
[

ε11ε
−1

33
j2m(r − k)− r−1

]

Vc(1− k)−1; при r = k и r = 1 имеем

χc(k,m, t) = χc(1,m, t) = 0. (16)

Применяем теперь к задаче (15), (16) конечное интегральное преобразо-
вание Вебера [7] по переменной r, вводя трансформанту

ψH(ξκ,m, t) =

∫

1

k
χc(r,m, t)

[

Y0(ξκk)J0(ξκr)− J0(ξκk)Y0(ξκr)
]

r dr (17)

с соответствующей формулой обращения

χc(r,m, t) = 2π2
∞
∑

κ=1

ψH(ξκ,m, t)
[

Y0(ξκk)J0(ξκr)− J0(ξκk)Y0(ξκr)
]

π2
[

Y0(ξκk)J0(ξκ)− J0(ξκk)Y0(ξκ)
]2

− 4ξ−2
κ

. (18)

Здесь ξκ, κ ∈ N— положительные параметры, определяемые из трансцен-
дентного уравнения

J0(ξκ)Y0(ξκk)− J0(ξκ)Y0(ξκ) = 0. (19)

193



Шл я х и н Д.А.

В результате получаем следующее выражение для трансформанты:

ψH(ξκ,m, t) = −
(

ξ2κ +
ε11
ε33

j2m

)

−1

×

×

∫

1

k
Ec

[

Y0(ξκk)J0(ξκr)− J0(ξxk)Y0(ξκr)
]

r dr. (20)

Используя последовательно формулы обращения (18) и косинус-преобра-
зования Фурье, с учётом (14), (20) получаем выражение для φ(r, z, t):

φ(r, z, t) =

∞
∑

m=0

Ω−1

m cos(jmz)

{

(1− k)−1(r − k)Vc+

+ 2π2
∞
∑

κ=1

ψH(ξκ,m, t)
[

Y0(ξκk)J0(ξκr)− J0(ξκk)Y0(ξκr)
]

π2
[

Y0(ξκk)J0(ξκ)− J0(ξκk)Y0(ξκ)
]2

− 4ξ−2
κ

}

, (21)

где Ωm =

{

L, при m = 0,

L/2, при m 6= 0.

3. Построение общего решения начально-краевой задачи теории упруго-
сти. Решение осуществляется методом интегральных преобразований при по-
следовательном использовании синус- и косинус-преобразований Фурье с ко-
нечными пределами по переменной z [7] и обобщённого конечного интеграль-
ного преобразование (КИП) [6] по радиальной координате r.

Приведём краевую задачу (8)–(11) к стандартной форме на основе следу-
ющего представления:

U(r, z, t) = H1(r, z, t) + u(r, z, t), W (r, z, t) = H2(r, z, t) + w(r, z, t), (22)

где
H1(r, z, t) = f1(z)U1(r, t) + f2(z)U2(r, t),

H2(r, z, t) = f3(z)
(

U ′

1 +
C12

C13

r−1U1

)

+

+ f4(z)
(

U ′

2 +
C12

C13

r−1U2

)

+ f5(z)
∂φ

∂r

∣

∣

∣

z=0

+ f6(z)
∂φ

∂r

∣

∣

∣

z=L
.

Здесь и ниже «штрих» означает дифференцирование по соответствующей
координате.

В результате подстановки (22) в (8)–(11) с учётом условий

f1(L) = f2(0) = f ′
3
(L) = f ′

4
(0) = 0, f1(0) = f2(L) = 1,

f3(0) = −f3(L), f ′
3
(0) = f ′

4
(L) = −C13C

−1

11
,

f4(0) = −f4(L), f ′
5
(0) = f ′

6
(L) = −C33e31(C11e15)

−1,
f ′
5
(L) = f ′

6
(0) = 0, f5(0) = −f5(L), f6(0) = −f6(L)

(23)

получаем новую краевую задачу относительно функций u(r, z, t), w(r, z, t)
с однородными граничными условиями по координате z. При этом дифферен-
циальные уравнения (8), граничные условия (9) становятся неоднородными
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с правыми частями B∗

1
, B∗

2
, −H1, −H2, H3, H4, а в начальных условиях (11)

вместо U0, U̇0, W0, Ẇ0 следует брать u0, u̇0, w0, ẇ0:

B∗

1 = B1 −∇2H1 +
C11

C33

H1

r2
−
C55

C33

∂2H1

∂z2
−

−
C13 +C55

C33

∂2H2

∂r∂z
−
C13 − C12

C33

1

r

∂H2

∂z
+
∂2H1

∂t2
,

B∗

2 = B2 −
C13 + C55

C33

∂2H1

∂r∂z
−
C12 + C55

C33

1

r

∂H1

∂z
−

−
C55

C33

∇2H2 −
C11

C33

∂2H2

∂z2
+
∂2H2

∂t2
;

H3 = −
∂H1

∂r
−
C13

C33

(

H1 +
∂H2

∂z

)

, H4 = −
(∂H2

∂r
+
∂H1

∂z

)

;

u0(r, z) = U0(r, z) −H1(r, z, 0), u̇0(r, z) = U̇0(r, z) − Ḣ1(r, z, 0);

w0(r, z) =W0(r, z) −H2(r, z, 0), ẇ0(r, z) = Ẇ0(r, z) − Ḣ2(r, z, 0).

Функции f1(z), f2(z), . . ., f6(z) определяются из следующих дифференциаль-
ных уравнений:

f ′′1 (z) = f ′′2 (z) = 0, f ′′′3 (z) = f ′′′4 (z) = f ′′′5 (z) = f ′′′6 (z) = 0. (24)

Применяя к краевой задаче относительно u(r, z, t), w(r, z, t) синус- и ко-
синус-преобразования Фурье с конечными пределами по переменной z, полу-
чаем следующую задачу в пространстве изображений:

∇2us −
C11

C33

us
r2

−
C55

C33

j2nus −
C13 + C55

C33

jn
∂wc

∂r
−

−
C13 − C12

C33

jn
wc

r
−
∂2us
∂t2

= B1s,

C55

C33

∇2wc −
C11

C33

j2nwc +
C13 + C55

C33

jn
∂us
∂r

+

+
C12 + C55

C33

jn
us
r

−
∂2wc

∂t2
= B2c,

(25)

где us(r, n, t) = Fn
s

(

u(r, z, t)
)

, u0s(r, n) = Fn
s

(

u0(r, z)
)

, u̇0s(r, n) = Fn
s

(

u̇0(r, z)),

B1s = Fn
s

(

B∗

1

)

, H1s = Fn
s

(

H1

)

, H3s = Fn
s

(

H3

)

;

Fn
s

(

·
)

=

∫ L

0

(

·
)

sin jnz dz, jn = nπ/L; n ∈ {0} ∪ N;

wc(r, n, t) = Fn
c

(

w(r, z, t)
)

, w0c(r, n) = Fn
c

(

w0(r, z)
)

, ẇ0c(r, n) = Fn
c

(

ẇ0(r, z)),

B2c = Fn
c

(

B∗

2

)

, H2c = Fn
c

(

H2

)

, H4c = Fn
c

(

H4

)

; при r = k и r = 1 имеем

us(k, n, t) = −H1s(k, n, t), wc(k, n, t) = −H2c(k, n, t);
[∂us
∂r

+
C13

C33

(us − jnwc)
]

r=1

= H3s(1, n, t),

[∂wc

∂r
+ jnus

]

r=1

= H4c(1, n, t);

(26)
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при t = 0—
us(r, n, 0) = u0s, u̇s(r, n, 0) = u̇0s;
wc(r, n, 0) = w0c, ẇc(r, n, 0) = ẇ0c.

(27)

На втором этапе решения описанную выше процедуру стандартизации
проведем для краевой задачи (25)–(27) по координате r, используя представ-
ление

us(r, n, t) = H5s(r, n, t) +Us(r, n, t), wc(r, n, t) = H6c(r, n, t) +Wc(r, n, t), (28)

где
H5s(r, n, t) = f7(r)H1s(1, n, t) + f8(r)H3s(k, n, t),

H6c(r, n, t) = f7(r)H2c(1, n, t) + f8(r)H4c(k, n, t).

Если теперь подставить (28) в (25)–(27) и учесть условия

f7(1) = f ′7(1) = f8(k) = f8(1) = 0, −f7(k) = f ′8(1) = 1, (29)

то получим новую начально-краевую задачу относительно Us(r, n, t),Wc(r, n, t)
с однородными граничными условиями по координате r. При этом функции
B1s, B2c, u0s, u̇0s, w0s, ẇ0s следует заменить на B∗

1s, B
∗

2c, U0s, U̇0s, W0s, Ẇ0s

по таким формулам:

B∗

1s = B1s −∇2H5s +
C11

C33

H5s

r2
+
C55

C33

j2nH5s+

+
C13 + C55

C33

jnH
′

6c +
C13 −C12

C33

jn
H6c

r
+ Ḧ5s,

B∗

2c = B2c −
C55

C33

∇2H6c +
C11

C33

j2nH6c−

−
C13 + C55

C33

jnH
′

5s −
C12 +C55

C33

jn
H5s

r
+ Ḧ6c;

U0s = u0c −H5s(r, n, 0), U̇0s = u̇0c − Ḣ5s(r, n, 0);

W0c = w0c −H6c(r, n, 0), Ẇ0c = ẇ0c − Ḣ6c(r, n, 0).

Функции f7(r), f8(r) определяются из следующих уравнений:

f ′′′7 (r) = f ′′′8 (r) = 0. (30)

Преобразованная начально-краевая задача (26)–(27) относительно
Us(r, n, t), Wc(r, n, t) решается c помощью структурного алгоритма метода
КИП [6]. Введём на сегменте [k, 1] вырожденное КИП с неизвестными ком-
понентами вектор-функции ядра преобразования K1(λin, r), K2(λin, r):

G(λin, n, t) =

∫

1

k

[

Us(r, n, t)K1(λin, r) +Wc(r, n, t)K2(λin, r)
]

r dr; (31)
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Us(r, n, t) =

∞
∑

i=1

G(λin, n, t)K1(λin, r)‖Kin‖
−2,

Wc(r, n, t) =

∞
∑

i=1

G(λin, n, t)K2(λin, r)‖Kin‖
−2, (32)

‖Kin‖
2 =

∫

1

k

[

K2

1 (λin, r) +K2

2 (λin, r)
]

r dr,

где λin, i ∈ N— положительные параметры.
После использования структурного алгоритма метода КИП, подробно из-

ложенного в работах [5–7], получаем следующее выражение для трансфор-
манты:

G(λin, n, t) = G0(λin, n) cos λint+ Ġ0(λin, t)λ
−1

in sinλint−

− λ−1

in

∫ t

0

F (λin, n, τ) sinλin(t− τ)dτ (33)

и с учётом однородных граничных условий вида (26) — однородную краевую
задачу для компонент ядра КИП K1(λin, r), K2(λin, r):

∇2K1 −
C11

C33

K1

r2
−
C55

C33

j2nK1 −
C13 + C55

C33

jnK
′

2 + λ2inK1 = 0,

C55

C33

∇2K2 −
C11

C33

j2nK2 +
C13 +C55

C33

jn

(

K ′

1 +
K1

r

)

+ λ2inK2 = 0;
(34)

при r = k и r = 1—

K1(λin, k) = K2(λin, k) = 0;
[

K ′

1 +
C13

C33

(K1 − jnK2)
]

r=1

= 0,
[

K ′

2 + jnK1

]

r=1

= 0.
(35)

Здесь

F (λin, n, t) =

∫

1

k
(B∗

1sK1 +B∗

2cK2)r dr;

G0(λin, n) =

∫

1

k
[U0sK1 +W0cK2]r dr, Ġ0(λin, n) =

∫

1

k
[U̇0sK1 + Ẇ0cK2]r dr.

Система (34) сводится к следующему дифференциальному уравнению 4-го
порядка относительно функции K1(λin, r):

KIV
1 +

2

r
K ′′′

1 +
(

b1in −
3

r

)

K ′′

1 +
(b1in
r

+
3

r3

)

K ′

1+

+
(

b2in −
b1in
r2

−
3

r4

)

K1 = 0, (36)

где

b1in = λ2in

(

1 +
C33

C55

)

+ j2n
C13(C13 + 2C55)− C2

33

C33C55

,
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b2in =
(

λ2in − j2n
)

(C33

C55

λ2in − j2n

)

.

Для приведения краевой задачи относительно Us(r, n, t), Wc(r, n, t) к (36)
используются условия

C12 = C13, C11 = C33, (37)

первое из которых позволяет получить самосопряженные исходную отно-
сительно Us(r, n, t), Wc(r, n, t) и преобразованную (34) системы уравнений,
а второе — привести (34) к (36).

Дифференциальное уравнение (36) допускает факторизацию на коммута-
тивные сомножители
[

d2

dr2
+

1

r

d

dr
+

(

A2

in −
1

r2

)

] [

d2

dr2
+

1

r

d

dr
+

(

∓D2

in −
1

r2

)

]

K1(λin, r) = 0 (38)

при удовлетворении двух основных случаев отношения коэффициентов для
расчёта пьезокерамического цилиндра:

1) Sjn < λin < jn; 2) jn < λin, (39)

где

Ain =

[

b1in
2

+
(b2

1in

4
− b2in

)1/2
]1/2

, Din =
(

A2

in ∓ b1in
)1/2

;

S =
C2
33

− C13(C13 + 2C55)

C33(C33 +C55)
.

Верхний знак в равенстве (38) соответствует первому варианту отношения
коэффициентов (39), нижний — второму случаю. Кроме того, следует отме-
тить, что для пьезокерамического материала [3] постоянная S изменяется
в пределах от 0,6 до 0,8.

Общий интеграл равенства (38) определяется одним из следующих выра-
жений:

1) K1(λin, r) = N1inJ1 (Ainr) +N2inY1 (Ainr)+

+N3inI1 (Dinr) +N4inK̃1 (Dinr) ,

2) K1(λin, r) = N1inJ1 (Ainr) +N2inY1 (Ainr)+
+N3inJ1 (Dinr) +N4inY1 (Dinr)

(40)

в зависимости от случая в (39). Здесь Jv(·), Yv(·), Iv(·), K̃v(·)— обыкновенные
и модифицированные функции Бесселя 1-го и 2-го родов порядка v [8].

Используя зависимости между K1(λin, r) и K2(λin, r), полученные в про-
цессе приведения (34) к (36), получаем выражения для второй компоненты
ядра преобразований:

1) K2(λin, r) = b3in
{

Ain(b4in −A2

in)[N1inJ0(Ainr) +N2inY0(Ainr)]+
+N3inDin(b4in +D2

in)I0(Dinr)−

−N4inDin(b6in +D2

in)K̃0(Dinr)
}

,

2) K2(λin, r) = b3in
{

Ain(b4in −A2

in)[N1inJ0(Ainr) +N2inY0(Ainr)]+
+Din(b4in −D2

in)[N3inJ0(Dinr) +N4inY0(Dinr)]
}

(41)
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в зависимости от случая в (39). Здесь

b3in = −
C55

jn(C13 + C55)(λ
2

in + b2inj2n)
, b4in = λ2in + j2n

C13(C13 + 2C55)

C33C55

.

Подстановка (40), (41) в граничные условия (35) формирует однородную
систему уравнений относительно постоянных N1in, N2in, N3in, N4in. Разыс-
кивая её нетривиальное решение, получаем трансцендентное уравнение для
вычисления собственных значений λin, а также выражения для этих посто-
янных:

det[Bsω] = 0, s, ω ∈ {1, 2, 3, 4}, (42)

где

B1ω = Z1(Pink), B2ω = Pin(b6in − P 2

in)Z0(Pink),

B3ω = (C13C
−1

33
− 1)Z1(Pin) + Pin

[

1− C13C
−1

33
jnb5in(b6in − P 2

in)
]

Z0(Pin),

B4ω =
[

jn − b5inP
2

in

(

b6in − P 2

in

)]

Z1 (Pin) ;

при ω = 1 и ω = 2 имеем Pin = Ain, при ω = 3 и ω = 4— Pin = Din, при ω = 1
и ω = 3—Zv( · ) = Jv( · ), при ω = 2 и ω = 4—Zv( · ) = Yv( · ).

Без ограничения общности, принимая N1in = 1, оставшиеся постоянные
интегрирования определяются из решения следующей системы неоднородных
уравнений:





B22 B23 B24

B32 B33 B34

B42 B43 B44



×





N2in

N3in

N4in



 = −





B21

B31

B41



 . (43)

4. Расчётные соотношения. Заключительным этапом исследования яв-
ляется определение функций f1(z), f2(z), . . ., f6(z), f7(r), f8(r), входящих
в представления (22), (28). Для этой цели воспользуемся дифференциаль-
ными уравнениями (24), (30) и соответствующими граничными условиями
(23), (29). В результате имеем:

f1(z) =
(

1−
z

L

)

, f2(z) =
z

L
, f3(z) =

C13

C11

( z2

2L
− z +

3L

8

)

,

f4(z) = −
C13

C11

( z2

2L
−
L

8

)

, f5(z) =
e31
e15

( z2

2L
− z +

L

4

)

,

f6(z) = −
e31
e15

( z2

2L
−
L

4

)

, f7(r) = −(1− k)−2(r − 1)2,

f8(r) = (1− k)−1[r2 − (k + 1)r + k].

(44)

Последовательно применяя к трансформанте (33) формулы обращения
КИП (32), а затем конечных синус- и косинус-преобразований Фурье, с учё-
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том (22), (28) получаем следующие разложения для U(r, z, t), W (r, z, t):

U(r, z, t) = H1(r, z, t) +

∞
∑

n=0

Ω−1

n

[

H5s(r, n, t)+

+

∞
∑

i=1

G(λin, n, t)K1(λin, r)‖Kin‖
−2

]

sin jnz,

W (r, z, t) = H2(r, z, t) +
∞
∑

n=0

Ω−1
n

[

H6c(r, n, t)+

+
∞
∑

i=1

G(λin, n, t)K2(λin, r)‖Kin‖
−2

]

cos jnz.

(45)

Равенства (45) удовлетворяют дифференциальным уравнениям (8), кра-
евым (9), (10) и начальным (11) условиям, т. е. представляют замкнутое ре-
шение рассматриваемой начально-краевой задачи теории упругости.

5. Численный анализ результатов. В качестве примера рассматривается
пьезокерамический цилиндр (L = 1, k = 0,5) из состава ЦТС-19 [2] с мем-
бранным закреплением его торцов (U1 = U2) при следующем воздействии на
внешней радиальной поверхности: V (z, t) = V (z) sin θt.

Рассматриваются различные варианты приложения нагрузки (соответ-
ствуют номерам кривых на рис. 1–4):

1) по всей поверхности V (z) = V0;
2) на нижней половине V (z) = V0[1−H(z − L/2)];
3) на нижней и верхней трети V (z) = V0[1 + H(z − 2L/3) − H(z − L/3)]

исследуемого элемента.
Здесь V0 — амплитудное значение нагрузки, θ— частота вынужденных коле-
баний (θ = 0,3λ11, λ11 — собственное значение основного тона колебаний ци-
линдра [6]), H( · )— функция Хэвисайда соответствующего аргумента.

На рис. 1, 2 показаны зависимости, характеризующие изменение во време-
ни t радиальной и аксиальной компонент вектора перемещений U(1, L/2, t),

0 π/θ 2π/θ 3π/θ t
−1

−0,5

0

0,5

1

3

2

1

U
(1
,L
/
2
,t
)/
V
0

Рис. 1. Зависимость радиальных перемещений внешней криволинейной поверхности ци-
линдра от времени
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0 π/θ 2π/θ 3π/θ t
−1

−0,5

0

0,5

1

3

2

1

W
(1
,L
,t
)/
V
0

Рис. 2. Зависимость аксиальных перемещений внешней криволинейной поверхности ци-
линдра от времени

W (1, L, t); штриховой линией обозначена осциллограмма приложенной на-
грузки. Следует отметить, что при действии осесимметричной по высоте
(кривые 1, 3) гармонической нагрузки возможно использование допущения
о стационарном режиме вынужденных колебаний, применяемое при исследо-
вании большинства подобных динамических задач электроупругости. Однако
во втором случае (кривая 2) рассматриваемые точки совершают более слож-
ное движение.

На рис. 3, 4 приведены графики, описывающие изменение амплитудных
значений U(1, z, t), W (1, z, t) вдоль аксиальной координаты. Результаты по-
казывают, что для кривых 1 и 3 наблюдается одинаковая качественная карти-
на, а численные значения пропорциональны площади, на которую действу-
ет электрический потенциал. При действии нагрузки на нижней половине
цилиндра (кривая 2) наблюдается более сложная зависимость. Можно отме-
тить, что эпюра деформаций U(1, z, t) ∼ z имеет разные знаки, а максималь-
ные перемещения W (1, z, t) на верхней части элемента, в отличие от сим-
метричной по аксиальной координате нагрузки, наблюдаются не в крайних
точках, а при z = 0,6L.

0 0,25 0,5 0,75 z/L
−0,5

0

0,5

1

3

2

1

U
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,z
,t
)/
V
0

Рис. 3. Изменение амплитудных значений радиальных перемещений по высоте цилиндра
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Рис. 4. Изменение амплитудных значений аксиальных перемещений по высоте цилиндра

В заключение следует отметить, что построенный алгоритм позволяет
рассчитать коэффициенты электромеханической связи пьезокерамических
преобразователей.
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