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Рассмотрена система нелокальных космологических уравнений на полуоси по
времени, которые более адекватно описывают динамику развития Вселенной,
чем обсуждавшиеся ранее уравнения на всей оси, поскольку метрика Фридмана
сингулярна в начальный момент времени. Установлено, что в определение нело-
кального экспоненциального оператора, входящего в рассматриваемые уравне-
ния, входит дополнительная произвольная функция, отсутствовавшая в урав-
нениях на всей оси. Показано, что эта функция может быть выбрана таким
образом, чтобы один из параметров хаотической инфляции становился сколь
угодно малым. Построены решения линеаризованных нелокальных уравнений на
полуоси.

Ключевые слова: уравнения с бесконечным числом производных, космологические
модели, уравнение теплопроводности.

Введение. Уравнения струнной теории поля с бесконечным числом произ-
водных, т. е. нелокальные интегральные уравнения определенного вида, было
предложено использовать в космологии в работе [1]. В дальнейшем уравне-
ния такого типа исследовались в многочисленных работах (см. [2–18], а также
ссылки в работах [19,20]). Простейший оператор с бесконечным числом произ-
водных имеет вид экспоненциального оператора exp�, где �— волновой опе-
ратор. Нелинейные уравнения с таким оператором возникают в p-адической
теории поля [21–25], для случая плоской метрики и зависимости от одной
переменной они исследовались в [26–30].

В математической литературе линейные уравнения с бесконечным числом
производных рассматривались в [31–34]. Нелинейные интегральные уравне-
ния на полуоси изучались в [35, 36], где приводятся также ссылки на другие
работы.

Обычно предполагалось, что переменная времени в нелокальных космо-
логических уравнениях пробегала всю вещественную ось. Заметим однако,
что в решениях космологических уравнений Фридмана метрика содержит
сингулярность в начальный момент времени (см., например, [37]), поэтому
представляется более естественным рассматривать уравнения на полуоси по
времени. В настоящей работе рассмотрена система нелокальных космологи-
ческих уравнений на полуоси по времени, которые более адекватно описыва-
ют динамику развития Вселенной, чем обсуждавшиеся ранее уравнения на
всей оси. Установлено, что для уравнений на полуоси возникает новое ин-
тересное явление, отсутствующее у уравнений на всей оси — само определе-
ние экспоненциального оператора, входящего в рассматриваемые уравнения,
содержит дополнительную произвольную функцию (источник J), отсутство-
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вавшую в уравнениях на всей оси. Показано, что эта функция может быть
выбрана таким образом, чтобы один из параметров в моделях хаотической
инфляции становился сколь угодно малым. Этот результат может оказаться
полезным для расширения допустимой области изменения параметров потен-
циалов, изучаемых в моделях хаотической инфляции. Построены решения
линеаризованных нелокальных уравнений.

Нелокальные уравнения на полуоси рассматривались в [13] при помощи
метода преобразования Лапласа, однако в этом методе дополнительная про-
извольная функция не возникает.

Действие, предложенное в [1], имеет вид

S =

∫
d4x
√
−g
{
M2
p

R

2
+

1

α′2g20

(α′
2

Φ
(
�+

1

α′

)
e−κα

′�Φ− V (Φ)
)}

.

Здесь � = 1√
−g∂µ

√
−ggµν∂ν — волновой оператор, gµν —метрический тензор,

Mp —масса Планка, Φ = Φ(x) — скалярное поле, α′ —квадрат характерной
длины струны, V (Φ) —потенциал взаимодействия, V (Φ) = Φ3/3 для бозонной
струны, V (Φ) = Φ4/4 для фермионной струны, g20 — безразмерная константа
связи, κ = 2 ln(4/3

√
3) —численный параметр.

Действие для p-адической струны в гравитационном поле имеет вид [1]

S =

∫
d4x
√
−g
{
M2
p

R

2
+

1

α′2gp

(
Φe−κp α

′�Φ− V (Φ)
)}

. (1)

Здесь gp и κp —постоянные, V (Φ) = Φp+1/(p+ 1).
Простейшее локальное действие с произвольным источником имеет вид

S =

∫
d4x
√
−g
{
M2
P

2
R+

1

2
φ�φ− U(φ) + Jφ

}
, (2)

где J = J(x) —произвольный источник и U(φ) —потенциал взаимодействия.
Действия такого типа естественно возникают как результат анализа нело-
кальных операторов на полуоси, выполненного в данной работе.

В следующем разделе дано определение нелокального оператора на полу-
оси при помощи решения уравнения теплопроводности с произвольной функ-
цией на границе. В разделе 2 приводятся решения линеаризованных урав-
нений. В разделе 3 сформулированы нелокальные уравнения на полуоси во
Фридмановской космологии и построены решения линеаризованных уравне-
ний. В разделе 4 показано, что для инфляционного космологического сцена-
рия при помощи выбора функции источника один из параметров медленного
скатывания может быть сделан сколь угодно малым, что может представлять
интерес при выборе космологических моделей.

1. Нелокальный оператор и уравнение теплопроводности. Для простран-
ственно-однородных конфигураций в пространстве Минковского действие вол-
нового оператора сводится к дифференцированию по времени: � = −∂2/∂t2.
Мы хотим придать математический смысл выражению e∂

2
t . Будем следовать

методу Фока вспомогательного параметра [38–40], известного также как ме-
тод уравнения теплопроводности. Введём формально функцию двух перемен-
ных Ψ(τ, t) = eτ∂

2
t ϕ(t). Эта функция удовлетворяет уравнению теплопровод-

ности [26,29,27,7]
(∂τ − ∂2t )Ψ(t, τ) = 0, (3)
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и начальному условию
Ψ(t, τ)|τ=0 = ϕ(t). (4)

Предположим теперь, что дана функция Ψ(τ, t), удовлетворяющая урав-
нению (3) и граничному условию (4). Тогда действие оператора e∂2t на функ-
цию ϕ(t) определяется следующим образом:

e∂
2
t ϕ(t) ≡ Ψ(t, τ)|τ=1.

Имеется, как известно, важное различие в постановке краевых условий
для уравнения теплопроводности на всей прямой и на полуоси. Если перемен-
ная t пробегает всю вещественную ось, то для единственности решения урав-
нения (3) в соответствующих функциональных пространствах достаточно на-
ложить условие (4). Однако при рассмотрении задачи на полуоси 0 < t <∞
требуется ещё дополнительное условие при t = 0 [41]. Таким образом, на
полуоси появляется дополнительная произвольная функция, что приводит
к важным последствиям для космологии, как будет показано ниже.

Рассмотрим следующую смешанную начально-краевую задачу Дирихле
для уравнения теплопроводности на полуоси:

∂

∂τ
ΨD(t, τ) =

∂2

∂t2
ΨD(t, τ), t > 0, τ > 0;

ΨD(t, 0) = ϕ(t), ΨD(0, τ) = µ(τ).
(5)

Функция µ(τ) задаёт граничные условия (температуру на границе) при
t = 0. Индекс D у функции ΨD(t, τ) означает «Дирихле».

Мы определим теперь действие оператора eτ∂
2
t на полуоси следующим

образом:
eτ∂

2
t ϕ(t) = ΨD(t, τ), t > 0, τ > 0,

где ΨD(t, τ) решение задачи (5).
Как известно [41], решение задачи (5) имеет следующий вид:

ΨD(t, τ) =
1√
4πτ

∫ ∞
0

ϕ(t′)
[
e−

(t−t′)2
4τ − e−

(t+t′)2
4τ

]
dt′+

+
t√
4π

∫ τ

0

µ(τ ′)

(τ − τ ′)3/2
e
− t2

4(τ−τ ′) dτ ′.

Наше определение действия оператора eτ∂
2
t

D,J может быть записано в виде

e
τ∂2t
D,Jϕ(t) = e

τ∂2t
D,0ϕ(t) + J(t, τ), (6)

где

e
τ∂2t
D,0ϕ =

1

2
√
τπ

∫ ∞
0

dt′
[
e−

(t−t′)2
4τ − e−

(t+t′)2
4τ

]
ϕ(t′)

и функция J (источник) имеет вид

J(t, τ) =
t√
4π

∫ τ

0

µ(τ ′)

(τ − τ ′)3/2
e
− t2

4(τ−τ ′) dτ ′.
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Здесь индекс J указывает на зависимость данного определения от выбора
функции J .

Рассмотрим также задачу Неймана для уравнения теплопроводности на
полуоси t > 0: 

∂

∂τ
ΨN (t, τ) =

∂2

∂t2
ΨN (t, τ), t > 0, τ > 0;

ΨN (t, 0) = ϕ(t),
∂

∂t
ΨN (t, τ)

∣∣∣
t=0

= ν(τ).

(7)

Решение задачи (7) имеет вид

ΨN (t, τ) =
1√
4πt

∫ ∞
0

ϕ(t′)
[
e−

(t−t′)2
4τ + e−

(t+t′)2
4τ

]
dt′−

− 1√
π

∫ t

0

ν(τ ′)

(τ − τ ′)1/2
e
− t2

4(τ−τ ′)dτ ′.

Мы определим оператор eτ∂2t на полуоси с граничными условиями Неймана
следующим образом:

e
τ∂2t
N,Jϕ(t) = ΨN (t, τ).

Здесь N означает граничные условия Неймана, а функция источника J есть

J(t, τ) =
1√
π

∫ t

0

ν(τ ′)

(τ − τ ′)1/2
e
− t2

4(τ−τ ′)dτ ′.

2. Решение линеаризованных нелокальных уравнений на полуоси.
2.1. Граничные условия Дирихле без источника. Рассмотрим сначала

случай граничных условий Дирихле с исчезающим источником J(t, τ) = 0.
В этом случае уравнение

e
τ∂2t
D,0Φ(t) = m2Φ(t), t > 0,

где m > 0 и τ > 0 —некоторые параметры, имеет вид следующего интеграль-
ного уравнения:

1

2
√
τπ

∫ ∞
0

dt′
[
e−

(t−t′)2
4τ − e−

(t+t′)2
4τ

]
Φ(t′) = m2Φ(t), t > 0. (8)

Уравнение (8) может быть решено, если выполнить нечётное продолжение
функции Φ(t) на всю вещественную ось. Тогда получим уравнение

eτ∂
2
t Φ(t) = m2Φ(t), t ∈ R. (9)

Нечётное решение уравнения (9) имеет вид

ΦD(t) =

∞∑
n=−∞

(1

2
Bn
(
eαnt − e−αnt

)
+

1

2
B∗n
(
eα
∗
nt − e−α∗nt

))
, (10)
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где Bn —произвольные константы, а αn —решения уравнения

eτα
2
n = m2, где αn = ±

√
lnm2 + 2πin

τ
, n ∈ Z.

Таким образом, общее решение уравнения (8) имеет вид (10).
Особый интерес представляет рассмотрение α0 моды. В этом случае

Φ(t) = B0 shα0t

и мы имеем соотношение

e
τ∂2t
D,0 sh rt = eτr

2
sh rt, t > 0; eτr

2
= m2

или
1

2
√
τπ

∞∫
0

dt′
[
e−

(t−t′)2
4τ − e−

(t+t′)2
4τ

]
sh rt′ = eτr

2
sh rt.

Энергия и давление на этом решении имеют вид [5]

E = −m
2 lnm2

2
B2

0 , p = −m
2 lnm2

2
e2α

2
0B2

0 ch(2α0t),

где мы положили τ = 2 и g4 = 1. Энергия является константой, но давление
зависит от времени. Еслиm2 > 1, то энергия E отрицательная, но выражение
−(E + p) —положительно:

− 1

2m2
p

(E + p) =
m2

2m2
p

lnm2

2
B2

0

(
1 + ch(2α0t)

)
.

Заметим, что если сделать наивное локальное приближение к (1), то мы по-
лучим массивное гостовское поле, так что появление отрицательной энергии
не является неожиданным. Если в (1) положить g = −1, то этот случай будет
соответствовать обычному массивному полю и мы получим положительную
энергию.

Можно показать, что для граничных условий Неймана знаки энергии бу-
дут противоположными.

2.2. Граничные условия Дирихле с источником. Рассмотрим теперь не-
локальное линейное уравнение с граничными условиями Дирихле при нали-
чии источника:

e
τ∂2t
D,JΦ = m2Φ.

Это уравнение можно переписать в виде

e
τ∂2t
D,0Φ = −J(τ, t) +m2Φ.

Построим решение последнего уравнения для некоторого специального ис-
точника J .
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Действие оператора eτ∂
2
t

D,0 на постоянную Φ0 имеет следующий вид:

e
τ∂2t
D,0Φ0 = Φ0erf

(1

2

t√
τ

)
,

где

erf(t) =
2√
π

∫ t

0
e−x

2
dx

—функция ошибок.
Действуя теперь оператором e

τ∂2t
D,0 на Φ0 +B0 sh(rt), получим

e
τ∂2t
D,0(Φ0 +B0 sh(rt)) = Φ0erf

(1

2

t√
τ

)
+B0e

τr2 sh(rt).

Окончательно это соотношение может быть переписано в виде

e
τ∂2t
D,0Φ = −J(τ, t) +m2Φ,

где

J(τ, t) = m2Φ0 − Φ0erf
(1

2

t√
τ

)
, Φ(t) = Φ0 +B0 sh(rt),

и

r2 =
lnm2

τ
.

2.3. О нелинейных нелокальных уравнениях на полупрямой. Рассмотрим
нелинейное нелокальное уравнение на полупрямой следующего вида:

e
τ∂2t
D,JΦ = V ′(Φ(t)), t > 0, (11)

где действие оператора eτ∂
2
t

D,J задаётся выражением (6) и потенциал взаимо-
действия V (Φ) имеет, например, вид V (Φ) = gΦ4. Перейдя к пределу при
t→ 0 в (11), получим важное соотношение

µ(τ) = V ′(Φ(0)). (12)

Соотношение (12) показывает, что значение поля в начальный момент вре-
мени Φ(0) связано со значением функции µ.

Было бы интересно исследовать разрешимость и свойства решений урав-
нения (11).

3. Нелокальные уравнения на полуоси во Фридмановской космологии. Рас-
смотрим действие вида

S =
1

g4

∫
d4x
√
−g
{
m2
p

R

2
+

1

γ

(1

2
Φe−

1
4
�Φ− V (Φ)

)}
.

Здесь все координаты безразмерные, mp и γ — безразмерные константы.
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Для пространственно плоской метрики Фридмана

ds2 = −dt2 + a2(t)dx2

динамика модели описывается системой из двух нелинейных нелокальных
уравнений [1] для скалярного поля Φ(t) и параметра Хаббла H(t) = ȧ/a:

e−
1
4
DΦ = V ′(Φ), t > 0;

3H2 =
1

γm2
p

(1

2
Φe−

1
4
DΦ + V (Φ) + E1 + E2

)
,

где
D = −∂2t − 3H(t)∂t,

и

E1 =
1

8

∫ 1

0
ds
(
e
s−2
8
DΦ
)
·
(
D e−

1
8
sDΦ

)
,

E2 =
1

8

∫ 1

0
ds
(
∂t e

s−2
8
DΦ
)
·
(
∂te
− 1

8
sDΦ

)
.

Определим действие оператора e−τDD,µ на полуоси t > 0 (ср. с определе-
нием аналогичного оператора на всей оси в [7, 11, 15, 16]) на функцию ϕ(t)
следующим образом:

e−τDD,J ϕ(t) = ΨD,H(t, τ),

где ΨD,H(t, τ) —решение задачи с граничным условием Дирихле:
∂

∂τ
ΨD,H(t, τ) = −DΨD,H(t, τ), t > 0, τ > 0;

ΨD,H(t, 0) = ϕ(t), ΨD,H(0, τ) = µ(τ).
(13)

Рассмотрим случай H(t) = H0 = const. Заметим, что решения первых
уравнений в (13) и (5) связаны преобразованием

ΨD,H0(t, τ) = e−
3
2
H0t− 9

4
H2

0τΨD(t, τ).

Поэтому мы получаем решение уравнения (13) для H(t) = H0 в виде

ΨD,H0(t, τ) = e−
3
2
H0t− 9

4
H2

0τ

[
1√
4πτ

∫ ∞
0

e
3
2
H0t′ϕ(t′)

[
e−

(t−t′)2
4τ − e−

(t+t′)2
4τ

]
dt′+

+
t√
4π

∫ τ

0

e
9
4
H2

0τ
′
µ(τ ′)

(τ − τ ′)3/2
e
− t2

4(τ−τ ′) dτ ′
]
.

Обозначив ΨD,H0(t, τ) = e−τDD,J ϕ(t), имеем

e−τDD,J ϕ(t) = e−τDD,0 ϕ(t) + J (τ, t),
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где

J (τ, t) = e−
3
2
H0t− 9

4
H2

0τ
t√
4π

∫ τ

0

e
9
4
H2

0τ
′
µ(τ ′)

(τ − τ ′)3/2
e
− t2

4(τ−τ ′) dτ ′.

Действие оператора e−τDD,0 на функцию e−
3
2
H0t sh(rt) имеет вид

e−τDD,0 e
− 3

2
H0t sh(rt) = eτ(r

2− 9
4
H2

0 )e−
3
2
H0t sh(rt). (14)

Аналогично можно определить действие оператора с граничными услови-
ями Неймана e−τDN,µ на функцию ϕ(t):

e−τDN,ν ϕ(t) = ΨN,H(t, τ).

Здесь ΨN,H(t, τ) —решение задачи
∂

∂τ
ΨN,H(t, τ) = −DΨN,H(t, τ), t > 0, τ > 0;

ΨN,H(t, 0) = ϕ(t),
∂

∂t
ΨN,H(t, τ)

∣∣∣
t=0

= ν(τ).
(15)

При H(t) = H0 решение задачи (15) имеет вид

ΨN,H0(t, τ) = e−3H0t− 9
4
H2

0τ

[
1√
4πτ

∫ ∞
0

e3H0t′ϕ(t′)
[
e−

(t−t′)2
4τ + e−

(t+t′)2
4τ

]
dt′+

+
1√
π

∫ τ

0

e
9
4
H2

0τ
′
ν(τ ′)

(τ − τ ′)1/2
e
− t2

4(τ−τ ′) dτ ′
]
.

Действие оператора e−τDN,0 на функцию e−
3
2
H0t ch(rt) принимает вид

e−τDN,0 e
− 3

2
H0t ch(rt) = eτ(r

2− 9
4
H2

0 )e−
3
2
H0t ch(rt).

3.1. Решение линеаризованных уравнений при H0 6= 0. Рассмотрим ли-
неаризованные уравнения с граничными условиями Дирихле с J(t, τ) = 0:

eτDD,0Φ(t) = m2Φ(t), t > 0,

где τ > 0 —фиксированный параметр. Это уравнение имеет вид интеграль-
ного уравнения

e−
3
2
H0t− 9

4
H2

0τ

2
√
τπ

∫ ∞
0

dt′ e
3
2
H0t
[
e−

(t−t′)2
4τ − e−

(t+t′)2
4τ

]
Φ(t′) = m2Φ(t), t > 0. (16)

Используя (14), получаем, что

Φ(t) = B1e
− 3

2
H0t sh(rt)
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является решением уравнения (16), если(
r2 − 9

4
H2

0

)
=

lnm2

τ
. (17)

Энергия и давление для этого решения имеют вид

ED,H0(B1) = −
(
r2 − 9

4
H2

0

)
e(r

2− 9
4
H2

0 )B2
1 ,

PD,H0(B1) = −(r2 − 9

4
H2

0 )B2
1e

(r2− 9
4
H2

0 ) ch

(
2t

√
r2 − 9

4
H2

0

)
.

Получаем, что в режиме большого трения r2 � H2
0 уравнение (17) имеет

решение только для случая m2 < 1. В этом случае энергия будет положи-
тельной и значение H0 можно определить из уравнения

3H2
0 =

1

γm2
p

9

4
H2

0e
(r2− 9

4
H2

0 )B2
1 .

4. Инфляционная космология. В данной работе показано, что в опреде-
лении нелокального оператора на полуоси имеется произвольная функция
(источник J). Рассмотрим возможное использование этой функции в сцена-
рии инфляционной космологии [42].

Космологические наблюдения показывают, что Вселенная пространствен-
но почти плоская и возмущения плотности масштабно инвариантны, гауссовы
и адиабатичны. Простейшее объяснение этих наблюдений даётся инфляцион-
ным сценарием с медленно скатывающимся в пологом потенциале скалярным
полем.

В сценарии хаотической инфляции с исчезающей космологической посто-
янной достаточно реалистические результаты могут быть получены уже для
простейшего потенциал вида U(φ) = m2φ2/2. В этом сценарии предполага-
ется, что ранняя Вселенная первоначально состояла из многих областей с
хаотически распределенным скалярным полем. Затем быстрое расширение
(инфляция) генерировало из областей, в которых скалярное поле было от-
носительно большим, множество очень больших однородных областей. Наша
наблюдаемая Вселенная является одной из этих областей.

Предполагается, что естественное начальное условие для скалярного поля
φ0 в момент, когда классическое описание Вселенной уже становится приме-
нимым, есть U(φ0) .M4

P , где U(φ) —потенциал и MP —планковская масса.
Желательно иметь инфляционный сценарий с малым значением φ0, так

как имеются сомнения, что на планковских масштабах применимо классиче-
ское описание.

Рассмотрим действие (2). Уравнения Фридмана для однородного поля φ =
= φ(t) и источника J = J(t) имеют вид

φ̈+ 3Hφ̇+ U
′
(φ)− J = 0, H2 =

1

3M2
P

( φ̇2
2

+ U(φ)− Jφ
)
.

Параметры медленного скатывания суть

ε =
M2
P

2

( U ′(φ)− J
U(φ)− Jφ

)2
, η = M2

P

U
′′
(φ)

U(φ)− Jφ
.

24



О нелокальных космологических уравнениях на полуоси

Если потенциал U(φ) = m2φ2/2, то

ε =
M2
P

2φ2

(m2φ− J
m2

2 φ− J

)2
=
M2
P

2φ2
δ2

(m
2

2 φ− δ)2
,

где δ = m2φ− J .
Поэтому в области пространства-времени, где функция источника J та-

кова, что δ � m2φ/2, мы получаем малый параметр ε даже для не очень
больших значений поля φ. К сожалению, параметр η не удаётся сделать очень
малым для малых значений φ при помощи выбора функции источника J , для
этого, по-видимому, требуются новые идеи.

Работа выполнена при частичной поддержке РФФИ (проекты№№ 11–01–00894–а (И.А.),
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A system of nonlocal cosmological equations where the time variable runs over a half-
line is considered. These equations are more suitable for description of the Universe
than the previously discussed cosmological equations on the whole line since the Fried-
mann metric contains a singularity at the beginning of time. Definition of the expo-
nential operator includes a new arbitrary function which is absent in the equations on
the whole line. It is shown that this function could be choosen in such a way that one of
the slow roll parameters in the chaotic inflation scenario can be made arbitrary small.
Solutions of the linearized nonlocal equations on the half-line are constructed.
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