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Математический анализ
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ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ И АСИМПТОТИЧЕСКИЕ
ФОРМУЛЫ ДЛЯ ОБОБЩЕНИЯ ФУНКЦИИ ТИПА
МИТТАГ—ЛЕФФЛЕРА НА СЛУЧАЙ ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ

Н.С. Яшагин

Самарский государственный технический университет,
443100, Самара, ул. Молодогвардейская, 244.

E-mails: nik-yashagin@yandex.ru

Рассмотрена специальная функция, обобщающая функцию типа Миттаг—Леф-
флера на случай двух переменных. Получены интегральные представления для
этой функции в различных областях изменения её аргументов при некоторых
ограничениях на параметры. Установлены асимптотические формулы и асимп-
тотические свойства этой функции при устремлении аргументов к бесконеч-
ности. Доказаны соответствующие теоремы.
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1. Определения и обозначения. Обобщением функции типа Миттаг—Леф-
флера на случай двух переменных мы называем [1] целую функцию, опреде-
ляемую степенным рядом

Eα,β(x, y;µ) =

∞
∑

k,l=0

xkyl

Γ (kα+ lβ + µ)
, (1)

где µ— произвольный, вообще говоря, комплексный параметр.
Обозначим через γ(ε; θ) (ε > 0, 0 < θ 6 π) контур, пробегаемый в направ-

лении неубывания arg ζ и состоящий из следующих частей:
1) луч arg ζ = −θ, |ζ| > ε;
2) дуга −θ 6 arg ζ 6 θ окружности |ζ| = ε;
3) луч arg ζ = θ, |ζ| > ε.

2. Интегральные представления. Докажем несколько лемм об интеграль-
ных представлениях обобщения функции типа Миттаг—Леффлера (1) в раз-
личных областях изменения её аргументов.

Лемма 1. Пусть α, β ∈ (0, 2), αβ < 2, µ— любое комплексное число, а θ
удовлетворяет условию

παβ

2
< θ 6 min{π, παβ}. (2)
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Если x ∈ G(−)(εα; θa), y ∈ G(−)(εβ ; θβ), где εα = ε1/β , εβ = ε1/α и θα = θ/β,
θβ = θ/α, то имеет место следующее интегральное представление:

Eα,β(x, y;µ) =
1

2πi

1

αβ

∫

γ(ε;θ)

eζ
1/(αβ)

ζ
1+α+β−µ

αβ
−1

(

ζ1/α − y
) (

ζ1/β − x
)dζ. (3)

Док а з ат е л ь ств о. Положим сначала |x| < εα. С учётом того, что εα =

= ε1/β =
(

εαβ
)1/β

= ε
α/β
β , очевидно, что

sup
ζ∈γ(εβ ;θβ)

∣

∣xζ−α/β
∣

∣ < 1.

Запишем функцию Eα,β(x, y;µ) в соответствии с определением (1) и преоб-
разуем, сворачивая один из рядов по определению функции типа Миттаг—
Леффлера одного аргумента [2]:

Eα,β(x, y;µ) =

∞
∑

k=0

∞
∑

l=0

xkyl

Γ(αk + βl + µ)
=

=

∞
∑

k=0

xk
∞
∑

l=0

yl

Γ [βl + (αk + µ)]
=

∞
∑

k=0

xkEβ(y;αk + l).

В силу условий леммы можно воспользоваться известным интегральным пред-
ставлением для Eβ(y;αk + l) (см. [2, формула (2.2)]), причём в качестве па-
раметров, определяющих контур γ, возьмём введённые выше εβ и θβ, что
допустимо в соответствии с (2) и с учётом равенства θβ = θ/α. Тогда, если

y ∈ G(−)(εβ ; θβ), то

Eα,β(x, y;µ) =

∞
∑

k=0

xkEβ(y;αk + l) =

∞
∑

k=0

xk
1

2πi

1

β

∫

γ(εβ ;θβ)

eζ
1/β

ζ
1−αk−µ

β

ζ − y
dζ =

=
1

2πi

1

β

∫

γ(εβ ;θβ)

eζ
1/β

ζ
1−µ
β

ζ − y

{

∞
∑

k=0

(

xζ−α/β
)k

}

dζ =

=
1

2πi

1

β

∫

γ(εβ ;θβ)

eζ
1/β

ζ
1+α−µ

β

(ζ − y)
(

ζα/β − x
)dζ. (4)

Преобразуем интегральное представление (4), приведя его к интегралу по
контуру γ(ε; θ):

1

2πi

1

β

∫

γ(εβ ;θβ)

eζ
1/β

ζ
1+α−µ

β

(ζ − y)
(

ζα/β − x
)dζ =

1

2πi

1

β

∫

γ(ε;θ)

e(ξ
1/α)

1/β
(

ξ1/α
)

1+α−µ
β

(

ξ1/α − y
) (

ξ1/β − x
)

1

α
ξ

1−α
α dξ =
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=
1

2πi

1

αβ

∫

γ(ε;θ)

eξ
1/(αβ)

ξ
1+α+β−µ

αβ
−1

(

ξ1/α − y
) (

ξ1/β − x
)dξ.

Полученный интеграл абсолютно сходится и является аналитической функ-
цией от x и y при x ∈ G(−)(εα; θa), y ∈ G(−)(εβ ; θβ).

Очевидно, что круг |x| < εα содержится в области G(−)(εα; θα) для всех
значений θα из промежутка (πα/2,min{π, πα}). Следовательно, по принципу
аналитического продолжения представление (3) имеет место всюду в области

G(−)(εα; θα). �

Лемма 2. Пусть α, β ∈ (0, 2), αβ < 2, µ— любое комплексное число,

а θ удовлетворяет условию (2). Если x ∈ G(−)(εα; θa), y ∈ G(+)(εβ ; θβ), где

εα = ε1/β , εβ = ε1/α и θα = θ/β, θβ = θ/α, то имеет место следующее
интегральное представление:

Eα,β(x, y;µ) =
1

β

ey
1/β

y
1+α−µ

β

yα/β − x
+

1

2πi

1

αβ

∫

γ(ε;θ)

eζ
1/(αβ)

ζ
1+α+β−µ

αβ
−1

(

ζ1/α − y
) (

ζ1/β − x
)dζ. (5)

Док а з ат е л ь ств о. По условию леммы точка y лежит справа от кон-
тура γ(εβ ; θβ), т. е. y ∈ G(+)(εβ ; θβ). Тогда для любого εβ1 > |y| очевидно

y ∈ G(−)(εβ1; θβ), а x ∈ G(−)(εα1; θa), потому по формуле (4) имеем представ-
ление

Eα,β(x, y;µ) =
1

2πi

1

β

∫

γ(εβ1; θβ)

eζ
1/β

ζ
1+α−µ

β

(ζ − y)
(

ζα/β − x
)dζ. (6)

С другой стороны, если εβ < |y| < εβ1, |arg y| < θβ, то по теореме Коши
справедлива формула

1

2πi

1

β

∫

γ(εβ1;θβ)−γ(εβ ;θβ)

eζ
1/β

ζ
1+α−µ

β

(ζ − y)
(

ζα/β − x
)dζ =

1

β

ey
1/β

y
1+α−µ

β

yα/β − x
. (7)

Из (6) и (7) немедленно получается представление (5). �

Аналогично доказывается интегральное представление для x ∈ G(+)(εα; θa),

y ∈ G(−)(εβ ; θβ):

Eα,β(x, y;µ) =
1

α

ex
1/α

x
1+β−µ

α

xβ/α − y
+

1

2πi

1

αβ

∫

γ(ε;θ)

eζ
1/(αβ)

ζ
1+α+β−µ

αβ
−1

(

ζ1/α − y
) (

ζ1/β − x
)dζ. (8)

Лемма 3. Пусть α, β ∈ (0, 2), αβ < 2, µ— любое комплексное число,

а θ удовлетворяет условию (2). Если x ∈ G(+)(εα; θa), y ∈ G(+)(εβ ; θβ), где

εα = ε1/β , εβ = ε1/α и θα = θ/β, θβ = θ/α, то имеет место следующее
интегральное представление:

231



Яш а г и н Н.С.

Eα,β(x, y;µ) =
1

α

ex
1/α

x
1+β−µ

α

xβ/α − y
+

1

β

ey
1/β

y
1+α−µ

β

yα/β − x
+

+
1

2πi

1

αβ

∫

γ(ε;θ)

eζ
1/(αβ)

ζ
1+α+β−µ

αβ
−1

(

ζ1/α − y
) (

ζ1/β − x
)dζ. (9)

Док а з ат е л ь ств о. По условию леммы точки x и y лежат по правую
сторону от контуров γ (εα; θβ) и γ(εβ ; θβ) соответственно, т. е. x ∈ G(+)(εα; θa),

y ∈ G(+)(εβ ; θβ). Параметрам εα и εβ соответствует ε. Выберем такое ε1
(ε1 > ε), чтобы одна из координат оказалась справа от контура, а другая
слева (такое всегда возможно, если xβ 6= yα). Для определённости пусть
x ∈ G(−)(εα1; θa), y ∈ G(+)(εβ1; θβ) (т. е. x < y). Тогда по формуле (5) из
леммы 2 имеет место интегральное представление

Eα,β(x, y;µ) =
1

β

ey
1/β

y
1+α−µ

β

yα/β − x
+

1

2πi

1

αβ

∫

γ(ε1;θ)

eζ
1/(αβ)

ζ
1+α+β−µ

αβ
−1

(

ζ1/α − y
) (

ζ1/β − x
)dζ. (10)

Запишем интеграл в (10) в виде

1

2πi

1

α

∫

γ(εα1;θα)

eζ
1/α

ζ
1+β−µ

α

(

ζβ/α − y
)

(ζ − x)
dζ.

Если εα < |x| < εα1, | arg x| < θα, то по теореме Коши справедлива формула

1

2πi

1

α

∫

γ(εα1;θα)−γ(εα;θα)

eζ
1/α

ζ
1+β−µ

α

(

ζβ/α − y
)

(ζ − x)
dζ =

1

α

ex
1/α

x
1+β−µ

α

xβ/α − y
. (11)

Из (10) и (11) получается представление (9). �

Лемма 4. Если Reµ > 0, то интегральные представления (3), (5), (8)
и (9) остаются в силе для α = 2 или β = 2 при их предельном переходе по
соответствующим параметрам.

Док а з ат е л ь ств о леммы очевидно.

3. Асимптотические свойства. Особый интерес представляют асимптоти-
ческие свойства функции Eα,β(x, y;µ) при больших по модулю значениях ар-
гументов |x| и |y|.

Теорема. Пусть α, β ∈ (0, 2), αβ < 2, µ— любое комплексное число, a—
любое вещественное число, удовлетворяющих условию

παβ

2
< a 6 min {π, παβ} .

Тогда для любого целого p > 1 при |x| → ∞ и |y| → ∞ справедливы следующие
асимптотические формулы:
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1) при | arg x| 6 a/β и |arg y| 6 a/α:

Eα,β(x, y;µ) =
1

α

ex
1/α

x
1+β−µ

α

xβ/α − y
+

1

β

ey
1/β

y
1+α−µ

β

yα/β − x
+

+

pβ
∑

k=1

pα
∑

l=1

x−ky−l

Γ(µ− kα− lβ)
+ o

(

|xy|−1|y|−pα
)

+ o
(

|xy|−1|x|−pβ
)

; (12)

2) при | arg x| 6 a/β и a/α < |arg y| 6 π:

Eα,β(x, y;µ) =
1

α

ex
1/α

x
1+β−µ

α

xβ/α − y
+

+

pβ
∑

k=1

pα
∑

l=1

x−ky−l

Γ(µ − kα− lβ)
+ o

(

|xy|−1|y|−pα
)

+ o
(

|xy|−1|x|−pβ
)

; (13)

3) при a/β < | arg x| 6 π и |arg y| 6 a/α:

Eα,β(x, y;µ) =
1

β

ey
1/β

y
1+α−µ

β

yα/β − x
+

+

pβ
∑

k=1

pα
∑

l=1

x−ky−l

Γ(µ − kα− lβ)
+ o

(

|xy|−1|y|−pα
)

+ o
(

|xy|−1|x|−pβ
)

; (14)

4) при a/β < | arg x| 6 π и a/α < |arg y| 6 π:

Eα,β(x, y;µ) =

pβ
∑

k=1

pα
∑

l=1

x−ky−l

Γ(µ− kα− lβ)
+

+ o
(

|xy|−1|y|−pα
)

+ o
(

|xy|−1|x|−pβ
)

. (15)

Док а з ат е л ь ств о. При ограничениях | arg x| 6 a/β и |arg y| 6 a/α
число b выбираем так, чтобы

παβ

2
< a < b 6 min {π, παβ} . (16)

Нетрудно показать, что имеет место разложение

1
(

ζ1/β − x
) (

ζ1/α − y
) =

pβ
∑

k=1

pα
∑

l=1

ζ
l−1
α

+ k−1
β

ylxk
+

xpβζ
pα
α + ypαζ

pβ
β − ζ

pα
α

+
pβ
β

xpβypα
(

ζ1/β − x
) (

ζ1/α − y
) . (17)

Воспользуемся формулой (9) из леммы 3. В (17) положим ε = 1, тогда

справа от контура γ(1; b) (т.е. в области G(+)(1; b)) для функции Eα,β(x, y;µ)
с учётом (17) получаем представление
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Eα,β(x, y;µ) =
1

α

ex
1/α

x
1+β−µ

α

xβ/α − y
+

1

β

ey
1/β

y
1+α−µ

β

yα/β − x
+

+

pβ
∑

k=1

pα
∑

l=1

1

2πi

1

αβ

(
∫

γ(1;b)

eζ
1/(αβ)

ζ
1+α+β−µ

αβ
−1+ l−1

α
+ k−1

β dζ

)

x−ky−l+

+
1

2πi

1

αβ

∫

γ(1;b)

eζ
1/(αβ)

ζ
1+α+β−µ

αβ
−1 xpβζ

pα
α + ypαζ

pβ
β − ζ

pα
α

+
pβ
β

xpβypα
(

ζ1/β − x
) (

ζ1/α − y
)dζ. (18)

Согласно формуле Ханкеля для гамма-функции [3]

1

Γ (s)
=

1

2πi

∫

γ(ε;τ)
euu−sdu,

имеем

1

2πi

1

αβ

∫

γ(1;b)

eζ
1/(αβ)

ζ
1+α+β−µ

αβ
−1+ l−1

α
+ k−1

β dζ =

=
1

2πi

1

αβ

∫

γ(1;b)

eζ
1/(αβ)

ζ
1−µ
αβ

−1+ l
α
+ k

β dζ =

=
1

2πi

1

αβ

∫

γ(1;b)

eζ
1/(αβ)

ζ
−

1
αβ

(µ−lβ−αk)+ 1
αβ

−1
dζ =

1

Γ(µ − kα− lβ)
.

Отсюда (18) в силу (16) переписываем в виде

Eα,β(x, y;µ) =
1

α

ex
1/α

x
1+β−µ

α

xβ/α − y
+

1

β

ey
1/β

y
1+α−µ

β

yα/β − x
+

pβ
∑

k=1

pα
∑

l=1

x−ky−l

Γ(µ − kα− lβ)
+

+
1

2πi

1

αβ

∫

γ(1;b)
eζ

1/(αβ)
ζ

1+α+β−µ
αβ

−1 xpβζ
pα
α + ypαζ

pβ
β − ζ

pα
α

+
pβ
β

xpβypα
(

ζ1/β − x
) (

ζ1/α − y
)dζ. (19)

Рассмотрим последнее слагаемое в формуле (19):

1

2πi

1

αβ

∫

γ(1;b)

eζ
1/(αβ)

ζ
1+α+β−µ

αβ
−1 xpβζ

pα
α + ypαζ

pβ
β − ζ

pα
α

+
pβ
β

xpβypα
(

ζ1/β − x
) (

ζ1/α − y
)dζ =

=
1

2πi

1

αβ

∫

γ(1;b)

eζ
1/(αβ)

ζ
1+α+β−µ

αβ
−1+ pα

α

ypα
(

ζ1/β − x
) (

ζ1/α − y
)dζ+

+
1

2πi

1

αβ

∫

γ(1;b)

eζ
1/(αβ)

ζ
1+α+β−µ

αβ
−1+

pβ
β

xpβ
(

ζ1/β − x
) (

ζ1/α − y
)dζ−
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−
1

2πi

1

αβ

∫

γ(1;b)

eζ
1/(αβ)

ζ
1+α+β−µ

αβ
−1+ pα

α
+

pβ
β

xpβypα
(

ζ1/β − x
) (

ζ1/α − y
)dζ = I1 + I2 + I3. (20)

Оценим каждый интеграл из (20) при больших |x| и |y|, предполагая, что
| arg x| 6 a/β и |arg y| 6 a/α.

Заметим, что когда | arg x| 6 a/β и |x| достаточно велико, то

min
ζ∈γ(1;b)

∣

∣

∣
ζ1/β − x

∣

∣

∣
= |x| sin (b/β − a/β) = |x| sin

(b− a

β

)

.

Аналогично для | arg y| 6 a/α и достаточно большого |y| имеем

min
ζ∈γ(1;b)

∣

∣

∣
ζ1/α − y

∣

∣

∣
= |y| sin (b/α− a/α) = |y| sin

(b− a

α

)

.

Поэтому для больших |x| и |y| при | arg x| 6 a/β и |arg y| 6 a/α получаем
оценку

|I1| 6
|x|−1|y|−pα−1

2παβ sin
(

b−a
β

)

sin
(

b−a
α

)

∫

γ(1;b)

∣

∣

∣
eζ

1/(αβ)
∣

∣

∣

∣

∣

∣
ζ

1+α+β−µ
αβ

−1+ pα
α

∣

∣

∣
|dζ| ,

причём интеграл справа сходится, так как на лучах arg ζ = ±b (|ζ| > 1),
входящих в состав контура γ(1; b), выполняется равенство

∣

∣

∣
eζ

1/(αβ)
∣

∣

∣
= exp

{

|ζ|
1
αβ cos

b

αβ

}

,

а согласно условию (16), cos b
αβ < 0. Итак, I1 = o

(

|xy|−1|y|−pα
)

. Аналогично

I2 = o
(

|xy|−1|x|−pβ
)

.
Обратимся к третьему слагаемому из (20):

|I3| 6
|x|−pβ−1|y|−pα−1

2παβ sin
(

b−a
β

)

sin
(

b−a
α

)

∫

γ(1;b)

∣

∣

∣
eζ

1/(αβ)
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ζ
1+α+β−µ

αβ
−1+ pα

α
+

pβ
β

∣

∣

∣

∣

|dζ| .

Очевидно, что I3 = o
(

|xy|−1|y|−pα |x|−pβ
)

.

Итак, I = o
(

|xy|−1|y|−pα
)

+ o
(

|xy|−1|x|−pβ
)

.
Доказательства пунктов 2), 3) и 4) проводятся по той же схеме, что при-

ведена выше. �

Работа выполнена в рамках Аналитической ведомственной целевой программой «Раз-
витие научного потенциала высшей школы» (проект № РНП.2.1.1/745).
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