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Рассматривается обобщение интегро-дифференциального оператора Римана—
Лиувилля на матричный порядок и изучаются его свойства. Доказываются
теоремы о композициях операторов матричного интегрирования и дифферен-
цирования. Находятся необходимые и достаточные условия однозначной разре-
шимости матричного уравнения Абеля в специальном классе функций.
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Пусть λ— любое комплексное число такое, что Reλ > 0, Γ(λ)— гамма-
функция Эйлера [1], f(x)— измеримая, в общем случае комплекснозначная,
функция с областью определения D(f) ⊂ Ω = [a, b], где −∞ < a < b < +∞.

Левосторонние и правосторонние дробные интегралы Римана—Лиувилля
на отрезке Ω определяются равенствами

(

Iλa+f
)

(x) =
1

Γ(λ)

∫ x

a

f(t)dt

(x− t)1−λ
, x > a, (1)

(

Iλb−f
)

(x) =
1

Γ(λ)

∫ b

x

f(t)dt

(t− x)1−λ
, x < b. (2)

Левосторонние и правосторонние дробные производные соответственно
определяются следующими равенствами:
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−
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(x), x < b, (4)

где n = [Reλ] + 1, [ · ]— целая часть числа [2].
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Пусть c— произвольная точка отрезка Ω: a 6 c 6 b. Определение инте-
гро-дифференциального оператора Римана—Лиувилля порядка λ, объединя-
ющее равенства (1)–(4) в общую запись, может быть записано следующим
образом [3]:

Iλcxf ≡ D−λ
cx f =









sign(x− c)

Γ(λ)

∫ x

c

f(t)dt

|x− t|1−λ
, Reλ > 0;

sign(x− c)
( ∂

∂x

)n

In+λ
cx f, Reλ 6 0, n = [−Reλ] + 1,

(5)

где λ— любое комплексное число. Из этого определения хорошо видно, что
при x : a 6 c < x 6 b равенства (5) определяют левосторонний интегро-
дифференциальный оператор Iλc+, а при x : a 6 x < c 6 b— правосторонний

оператор Iλc−. Заметим, что при λ = 0 оператор I0cx ≡ D0
cx является тожде-

ственным оператором I в силу (5).
Обозначим через Mn множество постоянных матриц порядка n; пусть

Λ(G)— спектр матрицы G ∈ Mn, λi — собственные значения матрицы G,
λi ∈ C в общем случае, i = 1, 2, . . . , n. Обозначим C+ = {z ∈ C : Rez > 0} и
C− = {z ∈ C : Rez 6 0}.

В соответствии с определением, введённым в работах [4, 5], для матрицы
G ∈Mn действие матричного оператора дробного интегро-дифференцирова-
ния Римана—Лиувилля на функцию f(x) = (f1, f2, . . . , fn)

⊤ задаётся равен-
ством

IGa+f ≡ D−G
a+ f =

s
∑

k=1

ψk(G)

mk−1
∑

n=0

(G− λkE)n

n!

dk

dλk

(

Iλa+f

ψk(λ)

)

λ=λk

, (6)

где ψk(λ) = (λ − λk)
−mk

∏s
k=1(λ − λk)

mk , λk ∈ Λ(G), а Iλcxf — оператор, вве-
дённый в (5). Условия, достаточные для существования этой матрицы, опре-
деляются известными требованиями для существования почти всюду на Ω
скалярного интегро-дифференциального оператора Iλa+ [2].

Если Λ(G) ⊂ C+, то IGcxf определяет матричный аналог интегрального
оператора Римана—Лиувилля, в частности, если c = a и x > a, то имеется
левосторонний интегральный оператор IGa+f матричного порядка; если c = b

и x < b— правосторонний оператор IGb−f . Если Λ(G) ⊂ C−, то формула (6)
определяет матричный аналог дифференциального оператора Римана—Ли-
увилля. А если Λ(G) ⊂ C, то — матричный аналог интегро-дифференциаль-
ного оператора Римана—Лиувилля. Некоторые свойства этого оператора изу-
чены в работе [6].

Теорема 1 (полугрупповое свойство). Пусть матрица G ∈Mm, а α(z) и
β(z) — любые аналитические функции, определённые на Λ(G). Пусть Λ(A) =
= {αi} и Λ(B) = {βi}— спектры матриц A = α(G) и B = β(G) соответ-
ственно (Λ(A), Λ(B) ⊂ C+). Тогда равенства

IAa+I
B
a+ϕ = IBa+I

A
a+ϕ = IA+B

a+ ϕ, (7)

IAb−I
B
b−ϕ = IBb−I

A
b−ϕ = IA+B

b− ϕ (8)
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выполняются для любой вектор-функции f(x) = (f1, f2, . . . , fm)⊤ ∈ L(a, b).

Док а з ат е л ь ств о. Доказательства свойств (7), (8) являются следстви-
ями аналогичных свойств дробных интегралов в скалярном случае и получа-
ются непосредственным использованием определения (6).

Ограничимся случаем m = 2. Записывая интегралы в случае λ1 6= λ2,
получим [6]

(

IAa+I
B
a+ϕ

)

(x) =

=
(G− λ2E

λ1 − λ2
Iα1

a+ϕ+
G− λ1E

λ2 − λ1
Iα2

a+ϕ
)(G− λ2E

λ1 − λ2
I
β1

a+ϕ+
G− λ1E

λ2 − λ1
I
β2

a+ϕ
)

=

=
G− λ2E

λ1 − λ2
Iα1

a+I
β1

a+ϕ+
G− λ1E

λ2 − λ1
Iα2

a+I
β2

a+ϕ =

=
G− λ2E

λ1 − λ2
I
α1+β1

a+ ϕ+
G− λ1E

λ2 − λ1
I
α2+β2

a+ ϕ = IA+B
a+ ϕ.

Коммутативность матричных интегральных операторов является очевидным
следствием коммутативности дробных интегралов в скалярном случае.

В случае λ1 = λ2 ≡ λ имеем

IAa+I
B
a+ϕ =

(

EIαa+ + (G− λE)
d

dλ
Iαa+

)(

EI
β
a+ + (G− λE)

d

dλ
I
β
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)

ϕ =

=
(

EIαa+ + (G− λE)
∂

∂α
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)(

EI
β
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∂
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I
β
a+

dβ

dλ

)

ϕ =

= EI
α+β
a+ + (G− λE)

(

Iαa+
∂

∂β
I
β
a+

dβ

dλ
+

∂

∂α
Iαa+I

β
a+

dα

dλ

)

ϕ =

= EI
α+β
a+ ϕ+ (G− λE)

d

dλ
I
α+β
a+ ϕ = IA+B

a+ ϕ.

Аналогичным образом доказывается полугрупповое свойство для право-
сторонних матричных интегральных операторов. �

Замечание. Нетрудно показать, что доказанное свойство остаётся спра-
ведливым для любой пары коммутативных матриц.

Определение 1. Через IGa+(Lp) обозначим класс вектор-функций f(x),
представимых левосторонним дробным интегралом порядка G от суммируе-
мой функции f = IGa+ϕ, где вектор-функция ϕ ∈ Lp.

Необходимые и достаточные условия принадлежности вектор-функции
f(x) данному классу, очевидно, равносильны разрешимости матричного ин-
тегрального уравнения Абеля, о котором речь пойдёт ниже. В скалярном
случае эти условия содержатся в известной теореме Я.Тамаркина [2].

Определение 2. Через ACn(Ω), где n = (n1, n2, . . . , nm)— мультииндекс,
обозначим класс вектор-функций f(x) = (f1(x), f2(x), . . . , fm(x))⊤, компонен-
ты fi(x) которых принадлежат классу ACni соответственно.

Определение 3. Пусть Reλ > 0. Будем считать,что вектор-функция f(x) =
= (f1(x), f2(x), . . . , fm(x))⊤ ∈ L(Ω) имеет дробную производную матрично-

го порядка DG
a+f , если In−λ

a+ (f) ∈ ACn(Ω), где n = (n1, n2, . . . , nm), λ =
= (λ1, λ2, . . . , λm)— мультииндексы; n = [Reλ] + 1.
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Справедлива теорема о композиции операторов матричного интегрирова-
ния и дифференцирования одного порядка.

Теорема 2. Пусть матрица G ∈ Mm, её спектр Λ(G) ⊂ C+. Тогда
равенство

DG
a+I

G
a+ϕ = ϕ(x) (9)

выполняется почти всюду для любой вектор-функции ϕ(x) ∈ L(Ω), а равен-
ство

IGa+D
G
a+f = f(x) (10)

— для вектор-функции
f(x) ∈ IGa+(L). (11)

Если вместо (11) предположить,что вектор f(x) ∈ L(Ω) и имеет сумми-
руемую производную DG

a+f, то (10) следует заменить выражением

IGa+D
G
a+f = f(x)−

N
∑

k=1

(

Γ(A− (k − 1)E)
)−1

(x− a)A−kEf
(N−k)
A−kE (a+), (12)

где f
(n−k)
A−kE(a+) = limx→a+(D

A−kE
a+ f)(x), N = max(n1, n2, . . . , nm).

Д о к а з ат е л ь ств о. Для простоты изложения ограничимся множест-
вом M2. В случае, когда корни матрицы λ1 6= λ2, формула (10) является
очевидным следствием аналогичного свойства в скалярном случае [2]. Дей-
ствительно,

DG
a+I

G
a+ϕ =

=
(G− λ2E

λ1 − λ2
Dλ1

a+ +
G− λ1E

λ2 − λ1
Dλ2

a+

)(G− λ2E

λ1 − λ2
Iλ1

a+ +
G− λ1E

λ2 − λ1
Iλ2

a+

)

ϕ =

=
G− λ2E

λ1 − λ2
Dλ1

a+I
λ1

a+ϕ+
G− λ1E

λ2 − λ1
Dλ2

a+I
λ2

a+ϕ =

= ϕ(x)
(G− λ2E

λ1 − λ2
+
G− λ1E

λ2 − λ1

)

= ϕ(x).

В случае кратных корней λ1 = λ2 ≡ λ рассмотрим композицию

DG
a+I

G
a+ϕ =

(

EDλ
a+ + (G− λE)

d

dλ
Dλ

a+

)(

EIλa+ + (G− λE)
d

dλ
Iλa+

)

ϕ =

= EDλ
a+I

λ
a+ϕ+ (G− λE)

(

Dλ
a+

d

dλ
Iλa+ +

( d

dλ
Dλ

a+

)

Iλa+

)

ϕ.

Нетрудно показать, что

(

Dλ
a+

d

dλ
Iλa+ +

( d

dλ
Dλ

a+

)

Iλa+

)

ϕ = 0,

тогда DG
a+I

G
a+ϕ = ϕ(x).

Пусть теперь f(x) ∈ IGa+(L). Тогда существует вектор-функция ϕ(x) ∈

L(a, b) : f(x) ∈ IGa+ϕ и равенство (10) IGa+
(

DG
a+I

G
a+ϕ

)

= IGa+ϕ становится вер-
ным для любой вектор-функции ϕ(x) в силу (9).
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Доказательство соотношения (12) приведём для случая, когда λ1 6= λ2.
Рассмотрим композицию

(

IGa+D
G
a+f

)

(x) =

=
(G− λ2E

λ1 − λ2
Iλ1

a+ +
G− λ1E

λ2 − λ1
Iλ2

a+

)(G− λ2E

λ1 − λ2
Dλ1

a+ +
G− λ1E

λ2 − λ1
Dλ2

a+

)

f =

=
(G− λ2E

λ1 − λ2
Iλ1

a+D
λ1

a+ +
G− λ1E

λ2 − λ1
Iλ2

a+D
λ2

a+

)

f =

=
G− λ2E

λ1 − λ2

(

f(x)−

n1
∑

k=1

fn1−k
n1−λ1

(a+)

Γ(λ1 − k + 1)
(x− a)λ1−k

)

+

+
G− λ1E

λ2 − λ1

(

f(x)−

n2
∑

k=1

fn2−k
n2−λ2

(a+)

Γ(λ2 − k + 1)
(x− a)λ2−k

)

,

где

f
(n−k)
n−λ (a+) = lim

x→a+

dn−k

dxn−k

(

In−λ
a+ f

)

(x) = lim
x→a+

(Dλ−k
a+ f)(x) = (Dλ−k

a+ f)(a+);

n, λ— мультииндексы, k = 1, 2, . . . , n.
Пусть заданы значения этих пределов:

f
(n1−k)
n1−λ1

(a+) = (Dλ1−k
a+ f)(a+) = bk, k = 1, 2, . . . , n1,

f
(n2−k)
n2−λ2

(a+) = (Dλ2−k
a+ f)(a+) = ck, k = 1, 2, . . . , n2,

и N = max{n1, n2}. Для определённости положим N = n2. Тогда, с одной
стороны,

f
(n1−k)
n1−λ1

(x) = (Dλ1−k
a+ f)(x) =

dn1−k

dxn1−k
(In1−λ1

a+ f)(x) =

=
dN−k

dxN−k
(IN−λ1

a+ f)(x) = f
(N−k)
N−λ1

(x),

где k = 1, 2, . . . , N , в силу полугруппового свойства дробных интегралов и
целочисленных производных.

С другой стороны, f
(N−k)
N−λ1

(x) =
(

Dλ1−k
a+ f

)

(x), а значит,

f
(N−k)
N−λ1

(a+) = lim
x→a+

(

Dλ1−k
a+ f

)

(x) =
(

Dλ1−k
a+ f

)

(a+) = bk,

где k = 1, 2, . . . , N, причём bk = 0 для k = n1 + 1, n1 + 2, . . . , N .
Таким образом,

(

IGa+D
G
a+f

)

(x) =
G− λ2E

λ1 − λ2

(

f(x)−
N
∑

k=1

(x− a)λ1−k

Γ(λ1 − k + 1)

(

Dλ1−k
a+ f

)

(a+)

)

+
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+
G− λ1E

λ2 − λ1

(

f(x)−

N
∑

k=1

(x− a)λ2−k

Γ(λ2 − k + 1)

(

Dλ2−k
a+ f

)

(a+)

)

=

= f(x)−
N
∑

k=1

(

Γ(A− (k − 1)E)
)−1

(x− a)A−kE
(

DA−kE
a+ f

)

(a+).

Теорема доказана. �
Доказанное в теореме 2 свойство (9) матричных интегро-дифференциаль-

ных операторов имеет прямое отношение к проблеме разрешимости систем
интегральных уравнений Абеля.

Пусть матрица G ∈ Mm, её спектр Λ(G) ⊂ C+. Систему интегральных
уравнений

IGa+ϕ = f(x), (13)

где ϕ(x) — искомая и f(x)— заданная m-мерные вектор-функции, рассмат-
риваемую на конечном отрезке Ω, будем называть матричным интегральным
уравнением Абеля.

Следующая теорема даёт необходимые и достаточные условия разреши-
мости матричного уравнения Абеля (13).

Теорема 3. Пусть матрица G ∈ Mm является матрицей простой
структуры со спектром Λ(G) ⊂ C+. Для того чтобы IGa+ϕ = f было разре-
шимо в L(Ω), необходимо и достаточно, чтобы

In−λ
a+ (T−1f) ∈ ACn(Ω),

где n = (n1, n2, . . . , nm), n = [Reλ] + 1, и λ = (λ1, λ2, . . . , λm), и чтобы выпол-
нялось |n| = n1 + n2 + . . .+ nm условий:

dk

dxk
In−λ
a+ (T−1f)(a+) = 0,

где k = (k1, k2, . . . , km)— мультииндекс, ki = 0, 1, . . . , ni − 1; i = 1, 2, . . . ,m.

Док а з ат е л ь ств о. Хорошо известно [8], что для любой матрицы G
простой структуры существует матрица T , приводящая её к диагональному
виду ΛG = T−1GT. Введём вектор-функцию g : ϕ = Tg, где g = (g1, g2, . . . , gm)—
мультииндекс. Тогда матричное уравнение (13) принимает вид IGa+Tg = f .

Умножая это равенство на матрицу T−1 слева, получим T−1IGa+Tg = T−1f ,
и, обозначая вектор-функцию T−1f = Φ, приходим к матричному интеграль-

ному уравнению вида IΛG

a+ g = Φ.
Данное матричное уравнение представляет собой систему интегральных

уравнений:

Iλ1

a+g1 = Φ1, Iλ2

a+g2 = Φ2, . . . , Iλm

a+ gm = Φm. (14)

Условия однозначной разрешимости каждого уравнения системы (14) со-
держатся в теореме Я.Тамаркина [2] и заключаются в следующем:

fni−λi
(x) =

(

Ini−λi

a+ Φi

)

∈ ACni(Ω), (15)
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где ni = [Reλi] + 1, и

f
(k)
ni−λi

(a) = lim
x→a+

( d

dx

)ki
Ini−λi

a+ Φi = 0, (16)

где ki = 0, 1, . . . , ni − 1; i = 1, 2, . . . ,m.
Записывая (15) и (16) в мультииндексной форме, получаем условия, ука-

занные в теореме. �
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