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Работа посвящена математическому описанию динамики тахионов открытой,
замкнутой и открыто-замкнутой p-адических струн. Обсуждаются вопросы
существования и несуществования непрерывных решений и их свойства, а так-
же структура нулей у решений. Получены новые многомерные нелинейные урав-
нения ультрапараболического типа. Приведён ряд нерешённых задач.

Ключевые слова: p-адические струны, нелинейные псевдодифференциальные
уравнения, существование и непрерывность решений, структура нулей у реше-
ний.

Введение. Для описания динамики тахионов открытой, замкнутой и от-
крыто-замкнутой p-адических струн была предложена следующая упрощён-
ная система нелинейных псевдодифференциальных уравнений движения [1–3]:

ψp
2

= e−�/4ψ, (1a)

ϕpψp(p−1)/2 = e−�/2ϕ, (1b)

где ψ(t, x) и ϕ(t, x), x = (x1, x2, . . . , xd−1) — тахионные поля для открытых
и замкнутых струн; � = −∂2t + ∇2

x — d-мерный Д’аламбертиан; p—простое
число (показатель нелинейности), p = 2, 3, 5, . . . . (Впредь p и p2 иногда будем
считать целыми числами n > 1.)

Система уравнений (1) разделилась на уравнение (1a), описывающее ди-
намику ψ замкнутой струны, и на уравнение (1b), описывающее динамику ϕ
открытой струны при известном поле ψ.

При ψ = 1 система (1) превращается в уравнение для открытой струны

ϕp = e−�/2ϕ. (1c)

При d = 1 уравнения (1) принимают вид:

ψp
2

= e∂
2/4ψ, (2a)

ϕpψp(p−1)/2 = e∂
2/2ϕ, (2b)

ϕp = e∂
2/2ϕ. (2c)

В классе (измеримых) функций (ψ,ϕ), удовлетворяющих условию

|f(t)| = (eεt
2
), |t| → ∞, ε < 1/2,
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уравнения (2) превращаются в классическую систему нелинейных интеграль-
ных уравнений

ψp
2
(t) = (K1/4ψ)(t), t ∈ R, (3a)

ϕp(t)ψp(p−1)/2(t) = (K1/2ϕ)(t), t ∈ R, (3b)
ϕp(t) = (K1/2ϕ)(t), t ∈ R. (3c)

Здесь

(Kσf)(t) =
1√
4πσ

∫ ∞
−∞

exp
[
−(t− τ)2

4σ

]
f(τ)dτ, t ∈ R, σ > 0

есть полугруппа интегральных операторов теплопроводности, KσKs = Kσ+s,
σ > 0, s > 0.

Для уравнения (1a) ставятся следующие краевые условия:

lim
t→−∞

ψ(t, x) = lim
t→∞

ψ(t, x) = 1, (4a)

а для уравнений (1b) и (1c) —

lim
t→−∞

ϕ(t, x) = 1, lim
t→∞

ϕ(t, x) =

{
−1, p—нечётное;

0, p—чётное
(4b)

и рассматриваются соответствующие краевые задачи.
Поставленные краевые задачи естественно изучать в некоторых алгебрах

(обобщённых) функций [4, 5]. Физический интерес представляют только ве-
щественные непрерывные решения.

Исследованию этого нового класса уравнений с бесконечным числом про-
изводных посвящены многие работы с использованием компьютерной техни-
ки (см. [1–24] и литературу там). В струнной теории поля взаимодействие
нелокально [6], что существенно отличает её от классической локальной тео-
рии поля. Они представляют значительный интерес не только для p-адической
математической физики, но и для космологии [9–13].

1. Открытая струна, d = 1. Динамика открытой струны определяется ин-
тегральным уравнением (3c) и граничными условиями (4b). Приведём неко-
торые утверждения о решениях ϕ краевой задачи (3c), (4b) при нечётном p
[5]; при чётном p законченных результатов известно мало [21].

Существованиe решения [5]. Краевая задача (3c), (4b) не имеет зна-
копостоянных решений. При нечётном p она имеет нечётное непрерывное
решение ϕ(t) c простым нулем у функции ϕp(t).

Связь с уравнением теплопроводности [21]. Краевая задача (3c), (4b)
эквивалентна краевой задаче для уравнения теплопроводности

U ′σ =
1

2
U ′′tt, 0 < σ 6 1, t ∈ R, (5a)

U(0, t) = ϕ(t), U(1, t) = ϕp(t), t ∈ R. (5b)

(Обратим внимание, что переменные σ и t в уравнении (5a) играют роль пере-
менных t и x при сравнении с классическим уравнением теплопроводности.)
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Функция U(σ, t) называется интерполирующей между решением ϕ и его
степенью ϕp. Она представляется формулой Пуассона для уравнения тепло-
проводности (5a):

U(σ, t) =
1√
2πσ

∫ ∞
−∞

ϕ(τ) exp
[
−(t− τ)2

2σ

]
dτ, t ∈ R, 0 < σ 6 1.

Для нулей интерполирующей функции U(σ, t) имеет место следующая
теорема.

О ветвлении нулей [21]. Пусть функция U(1, t) = ϕp(t) имеет в точке
t = 0 нуль чётной кратности 2m. Тогда уравнение

U(1− ε, t) = 0 при ε→ +0

имеет ровно 2m различных простых вещественных нулей:

t±k (ε) = ±λk
√
ε+O(ε), k = 1, 2, . . . ,m,

где λk —положительные (простые) корни полинома Эрмита H2m(λ).

Решения краевых задач допускают разложения по модифицированным
полиномам Эрмита

Vn(t) = 2−
n
2Hn

( t√
2

)
, n = 0, 1, . . . .

Обозначим через Lα2 , 0 < α гильбертово пространство измеримых квад-
ратично-интегрируемых с весом

dµα(t) =

√
α

π
e−αt

2
dt

функций на R, со скалярным произведением

(f, g)α2 =

∫ ∞
−∞

f(t)ḡ(t)dµα(t)

и нормой ‖f‖ =
√

(f, f)α2 .
Разложения по модифицированным полиномам Эрмита [21]. Если ре-

шение ϕ уравнения (3c) принадлежит Lα2 , то оно разлагается в ряд по по-
линомам Эрмита Vn:

ϕ(t) =

∞∑
n=0

an2n/2Vn(t), an = (ϕ, Vn)
1/2
2 ,

а функция ϕp(t) — в ряд Тейлора:

ϕp(t) =
∞∑
n=0

an
tn

n!
,

36



Математические вопросы теории нелинейных . . .

сходящийся локально-равномерно на R.
Cоотношения ортогональности. Пусть ϕ(t) — решение уравнения (3c)

и t = 0 —нуль функции ϕp(t) кратности s. Tогда справедливы следующие
соотношения ортогональности [5]:∫ ∞

−∞
ϕ(τ)τke−

τ2

2 dτ =

{
0, k = 0, 1, . . . , s− 1,

6= 0, k = s.

Нелокальный закон сохранения [21]. Пусть p—нечётное и U(σ, t) —
интерполирующая функция между решением ϕ и его степенью ϕp. Тогда
справедлив закон сохранения∫ ∞

−∞

[
ϕ(t)− U(σ, t)

]
dt = 0 =

∫ ∞
−∞

[
ϕ(t)− ϕp(t)

]
dt, σ > 0. (6)

При этом справедливы включения

1− |ϕ( · )|, 1− |U(σ, · )| ∈ L1(R), σ > 0. (7)

Важную роль играют нули функции ϕp [23, 24].
Нули функции ϕp. При нечётном p число нулей функции ϕp(t) задачи

(3a), (4b) конечно: t1, t2, . . . , tm; их кратности s1, s2, . . . , sm конечны; число
перемен знака решения ϕ(t) не больше числа m нулей функции ϕp(t).

При чётном p число нулей m может быть бесконечным, а их кратно-
сти— удвоенные нечётные числа.

Доказательство утверждения о структуре и кратности нулей у решений
сразу следует из утверждения «о ветвлении нулей» и из уравнения теплопро-
водности (5a).

Ответ на вопрос о гладкости решений даёт следующее утверждение.
Дифференциальные свойства решений [21]. Если p—нечётно и ϕ— ре-

шение краевой задачи (3c), (4b), то

ϕ′ ∈ L1(R),

причём вторая производная ϕ′′ принадлежит L2(R) тогда и только тогда,
когда

sk > p/2, k = 1, 2, . . . ,m.

2. Замкнутая струна, d = 1. Динамика замкнутой струны определяется
интегральным уравнением (3a) (с заменой p на p2) и граничными условиями
(4a). Поэтому почти все утверждения п. 1 для открытой струны с естествен-
ными изменениями остаются справедливыми и для замкнутой струны [22],
кроме включений (7) закона сохранения (6):

1− ψ( · ), 1− U(σ, · ) ∈ L1(R), σ > 0;∫ ∞
−∞

[1− U(σ, t)]dt =

∫ ∞
−∞

[1− ψ(t)]dt, σ > 0.
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Как и в п. 1, имеет место аналогичная теорема о разложении решений по
полиномам Эрмита (см. [21]).

Разложения по полиномам Эрмита. Если решение ψ уравнения (3a)
принадлежит L1

2, то оно разлагается в ряд по полиномам Эрмита:

ψ(t) =
∞∑
n=0

(ψ,Hn)12
Hn(t)

2nn!
,

а функция ψp2(t) — в ряд Тейлора:

ψp
2
(t) =

∞∑
n=0

(ψ,Hn)
tn

n!
,

сходящийся локально-равномерно на R.
Отметим также, что число нулей у решений для замкнутой струны конеч-

но, а их кратности — удвоенные нечётные числа при чётном n, а при нечётном
n—как нечётные, так и удвоенные нечётные числа.

Для краевой задачи (3a), (4a) при чётном p2 = 4 (или более общо с заме-
ной p2 на n) справедлив такой отрицательный результат, сформулированный
в [14] и [24]: не существует непрерывных чётных неубывающих при t > 0
решений этой задачи.

Открытым остаётся следующий вопрос: возможно ли существование
непрерывных колеблющихся или разрывных (кусочно-непрерывных ) решений
этой задачи?

3. Открыто-замкнутая струна, d = 1. Динамика открыто-замкнутой стру-
ны определяется системой уравнений (3a), (3b) и граничными условиями (4).
Пусть ψ0(t) —известное чётное решение краевой задачи (3a), (4a) такое, что
кратности sk нулей функции ψp

2

0 (t) удовлетворяют неравенству

sk <
2p2

p− 1
, k = 1, 2, . . . ,m. (8)

Подставляя это решение в уравнение (3b), получим уравнение

ϕp(t)ψ
p(p−1)/2
0 (t) = (K1/2ϕ)(t) (9)

и граничные условия (4b). Применяя метод последовательных приближений
к краевой задаче (9), (4b), получим решение ϕ0. В результате справедлива
следующая теорема [3, 24].

О существовании решения. Пусть p = 4n + 1, где n > 1 —целое число,
ψ0 —чётное решение краевой задачи (3a), (4a), причём кратности sk, ну-
лей функции ψp

2

0 (t) удовлетворяют условию (8). Тогда непрерывное решение
(ψ0, ϕ0) краевой задачи (3a), (3b), (4) для открыто-замкнутой струны су-
ществует.

4. Многомерный случай, d > 2. Рассмотрим уравнение

ϕn(t, x) =
(
e−σ0�ϕ

)
(t, x), (t, x) ∈ Rd, (10)
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объединяющее оба уравнения (1a) и (1c).
Решением уравнения (10) является функция

ϕ(t, x) = p
d−1

2(p−1)ψ(t) exp
(
−p− 1

p
|x|2
)
, (11)

где ψ(t) —любое решение уравнений (3c).
Уравнение (11) рассматриваем на классе (обобщённых) функций ϕ(t, x)

таких, что их преобразование Фурье ϕ̃(t, x) по x удовлетворяет оценке

|ϕ̃(t, x)| 6 e(1−ε)t2(1 + |x|)1−d−ε (12)

при любом ε > 0. В этом случае псевдодифференциальное уравнение (10)
эквивалентно интегральному уравнению

π−(d−1)/2
∫
Rd−1

e−|y|
2
ϕp(t, x− y)dy =

1√
π

∫ ∞
−∞

e−τ
2
ϕ(t− τ, x)dτ. (13)

Таким образом, справедливо следующее утверждение [24].
Об эквивалентности уравнений. При условии (12) уравнение (10) экви-

валентно интегральному уравнению (13).

Следствие. Для сферически-симметричных d > 3 по x решений ϕ(t, r),
r = |x| уравнение (12) принимает следующий вид:

2

∫ ∞
0

e−r
2−ρ2ρd−2(rρ)−(d−3)/2I(d−3)/2(2rρ)ϕp(t, ρ)dρ =

=
1√
π

∫ ∞
−∞

e−(t−τ)
2
ϕ(τ, r)dτ, d > 3;

2

∫ ∞
0

e−r
2−ρ2 ch(2rρ)ϕp(t, ρ)dρ =

1√
π

∫ ∞
−∞

e−(t−τ)
2
ϕ(τ, r)dτ, d = 2,

где Iν(z) = exp(−πν/i)Jv(iz) —функция Бесселя мнимого аргумента.
Замечание. Уравнение (13) удобно для численных расчётов с применени-

ем квадратурных формул Гаусса [24].
Краевые задачи для уравнения (10) эквивалентны краевым задачам для

уравнения параболического типа с двумя временами, о чём говорится в сле-
дующем утверждении [24].

Об интерполирующей функции. Краевые задачи для уравнения (10) эк-
вивалентны нелинейной краевой задаче для уравнения параболического типа
с двумя временами σ и t для интерполирующей функции U(σ, t, x):

∂U

∂σ
=

1

4
�U, 0 < σ < 1, (t, x) ∈ Rd

при начальных условиях

U(0, t, x) = ϕ(t, x), U(1, t, x) = ϕp(t, x), (t, x) ∈ Rd
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и граничных условиях (4a) или (4b) соответственно.
В работе [23] доказано несуществование почтипериодических по t решений

рассматриваемых краевых задач.
Автор благодарит проф. В. П. Радченко за редакторскую работу с рукописью статьи.
Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант 08–01–00727) и гранта
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