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Вычислительная математика
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Получено решение краевой задачи для двумерного уравнения теплопроводности
с производными дробного порядка по времени и по пространственным перемен-
ным методом сеток. Разработаны явные и неявные разностные схемы. Дока-
заны критерии устойчивости этих разностных схем. Показано, что порядок
аппроксимации по времени равен единице, а по пространственным переменным
равен двум. Предложен метод решения с помощью дробных шагов. Доказано,
что модуль перехода, соответствующий двум полушагам, аппроксимирует мо-
дуль перехода для данного уравнения.

Ключевые слова: численные методы, устойчивость, аппроксимация дробных
производных, дифференциальные уравнения дробного порядка.

Отсутствие адекватных количественных моделей процессов тепломассо-
переноса в многокомпонентных системах со сложной пространственно-вре-
менной структурой, для которых характерны эффекты памяти, простран-
ственные нелокальности и самоорганизации, привело к тенденции пересмот-
ра основных положений теории тепломассопереноса [1]. Значительные успехи
при рассмотрении кинетических явлений в системах с фрактальной струк-
турой связаны с использованием формализма интегро-дифференцирования
дробного порядка. Повышенный интерес к дифференциальным уравнениям
дробного порядка обусловлен их физической интерпретацией, что и вызвало
их широкое применение в механике, физике, биофизике, экономике — практи-
чески во всех областях естествознания. Как указано в [2], несмотря на долгую
историю развития математического аппарата дробного дифференцирования,
аналитические методы решения уравнений с производными дробного порядка
оказываются малоэффективными, а теория численных методов их решения
носит фрагментарный характер и далека от завершения. Таким образом, раз-
работка численных методов решения краевых задач для дифференциальных
уравнений с частными производными дробного порядка является актуаль-
ной.

Ветлугин Джабраилович Бейбалаев (к.ф.-м.н.), ст. преподаватель, каф. прикладной ма-
тематики. Мумина Руслановна Шабанова, научный сотрудник, лаб. математического мо-
делирования и мониторинга геотермальных объектов.
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Пусть G— прямоугольник {0 < x < a, 0 < y < b} с границей Γ. В области
D = G × (0, T ] рассмотрим эволюционную (нестационарную) краевую зада-
чу для двумерного уравнения теплопроводности с производными дробного
порядка по времени и по пространственным переменным.

Задача. Найти решение u(t, x, y) ∈ C2(D) уравнения

Dα
0tu = CxD

β
0xu+ CyD

β
0yu+ f(t, x, y), (t, x, y) ∈ D, (1)

удовлетворяющее начальному и граничным условиям:

u(0, x, y) = ψ(x, y), (x, y) ∈ G,
u(t, x, y)

∣

∣

Γ = ϕ(x, y), (x, y) ∈ G,
(2)

где u = u(t, x, y) — искомая, f(t, x, y)— заданная функции; Cx, Cy — коэффи-

циенты теплопроводности; 0 < α 6 1, 1 < β 6 2; Dα
0tu(t, x, y) = ∂

∂tI
1−α
0t ,

Dβ
0xu(t, x, y) =

(

∂
∂x

)2
I2−β
0x , Dβ

0xu(t, x, y) =
(

∂
∂y

)2
I2−β
0y — частные дробные про-

изводные Римана—Лиувилля;

Iα0+u(t, x, y) =
1

Γ(α)

∫ t

0

u(s, x, y)

(t− s)1−α
ds

— частные дробные интегралы Римана—Лиувилля по соответствующей пе-
ременной [3].

Задачу (1), (2) будем решать численным методом. Численным методам ре-
шения краевых задач для уравнений теплопроводности с производными дроб-
ного порядка посвящено много работ. В работе [4] разработаны разностные
схемы решения краевой задачи для уравнения теплопроводности с производ-
ной дробного порядка по времени. Разработке численных методов решения
краевых задач для дифференциальных уравнений с частными производными
дробного порядка посвящены также работы [2, 5–19].

Пусть f(x)— некоторая функция с областью определения D. Тогда име-
ет место конечно-разностное определение летниковской производной порядка
β ∈ R в точке x ∈ D(f) [20]:

Dβ
axf = lim

n→+∞

( n

x− a

)β
n
∑

k=0

qkf
(

x−
x− a

n
k
)

,

где 1 < β 6 2; q0 = 1, qk = (−1)kβ(β − 1) · · · (β − k + 1)/k!.
Согласно теореме Летникова [20], если f ∈ C2(D), то производная Грюн-

вальда—Летникова совпадает с производной Римана—Лиувилля.
Для аппроксимации дробных производных Римана—Лиувилля по пере-

менным x, y при 1 < β < 2 на отрезках [0, a], [0, b] воспользуемся формулой
Грювальда—Летникова со смещением [8, 9]:

Dβ
0xf = lim

h→+0

1

hβ

[x/h]
∑

k=0

qkf
(

x− (k − 1)h
)

, (3)
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где h = x/M . Как установлено в [8, 9], формула (3) обеспечивает более точную
аппроксимацию, чем стандартная формула Грюнвальда—Летникова.

Воспользовавшись формулой (3), для производных дробного порядка Ри-
мана—Лиувилля по пространственным переменным в случае 1 < β < 2 полу-
чим

Dβ
0xu(t, x, y)

∣

∣

xn
≈

1

hβ

n+1
∑

j=0

qju(t, xn−j+1, y),

Dβ
0yu(t, x, y)

∣

∣

ym
≈

1

hβ

m+1
∑

j=0

qju(t, x, ym−j+1),

(4)

где xn−j+1 ≈ xn − (j − 1)h, ym−j+1 ≈ ym − (j − 1)h.
Пользуясь достаточным признаком существования дробной производной

Римана—Лиувилля [3] при 0 < α < 1, на отрезке [tk, tk+1] получим

Dα
0tu(t, x, y)

∣

∣

tk
=

1

Γ(1− α)

(

u(tk, x, y)

(tk+1 − tk)α
+

∫ tk+1

tk

u′(x, s)ds

(tk+1 − s)α

)

,

где

Γ(α) =

∫

∞

0
xα−1e−xdx.

Представляя производную u′(τ, x, y) на отрезке [tk, tk+1] в виде конечной
разности

(du

dτ

)

k
≈
u(tk+1, x, y) − u(tk, x, y)

τ
,

разностную аппроксимацию производной дробного порядка α на отрезке [tk, tk+1]
можно записать в виде

Dα
0tu(t, x, y)

∣

∣

tk
≈

1

Γ(1− α)

(

u(tk, x, y)

(tk+1 − tk)α
+

+
u(tk+1, x, y)− u(tk, x, y)

τ

∫ tk+1

tk

ds

(tk+1 − s)α

)

=

=
u(tk+1, x, y)− αu(tk, x, y)

Γ(1− α)(1 − α)τα
. (5)

Для нахождения решения задачи (1), (2) в областиD=
{

(x, y, t) : 0 6 x 6 a,

0 6 y 6 b, 0 6 t 6 T
}

введём сетку

̟hx,hy,τ =
{

(xn, ym, tk) : xn = nhx, ym = mhy, tk = kτ ;

n = 0, 1, . . . , N, hx = 1/N ; m = 0, 1, . . . ,M, hy = 1/M ;

k = 0, 1, . . . K, τ = T/K
}

с шагом hx по x, hy по y и τ по t. Обозначим u
(k)
n,m ≈ u(tk, xn, ym), ukn−j+1 ≈

≈ u(tk, xn−j+1, ym), ukn−j+1 ≈ u(tk, xn, ym−j+1), f
(k)
n,m ≈ f(tk, xn, ym). Восполь-

зовавшись равенствами (4) и (5), для уравнения (1) запишем явную и неявную
разностные схемы:
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Численный метод решения краевой задачи . . .

u
(k+1)
n,m − αu

(k)
n,m

Γ(2− α)τα
=
Cx

hβx

(

u
(k)
n+1,m − βu(k)n,m +

n+1
∑

j=2

qju
(k)
n−j+1,m

)

+

+
Cy

hβy

(

u
(k)
n,m+1 − βu(k)n,m +

m+1
∑

j=2

qju
(k)
n,m−j+1

)

+ f (k)n,m, (6)

u
(k+1)
n,m − αu

(k)
n,m

Γ(2− α)τα
=
Cx

hβx

(

u
(k+1)
n+1,m − βu(k+1)

n,m +
n+1
∑

j=2

qju
(k+1)
n−j+1,m

)

+

+
Cy

hβy

(

u
(k+1)
n,m+1 − βu(k+1)

n,m +
m+1
∑

j=2

qju
(k+1)
n,m−j+1

)

+ f (k)n,m. (7)

Теорема 1. Явная разностная схема (6) устойчива, когда

τα
(Cx

hβx
+
Cy

hβy

)

6
α+ 1

(2 + β)Γ(2− α)
,

где 0 < α 6 1, 1 < β 6 2.

Док а з ат е л ь ств о. Решение uk+1 можно представить в виде uk+1 =
= Suk+Γ(2−α)ταfk, где S — оператор перехода с одного временного слоя на
другой. Условием устойчивости по начальным данным разностной схемы (6)
является ‖S‖ 6 1. Действительно, ‖uk+1‖ = ‖Suk‖ 6 ‖S‖ · ‖uk‖ или ‖uk+1‖ 6

6 ‖uk‖ 6 · · · 6 ‖u0‖.
Следовательно, начальные возмущения затухают. Условие ‖S‖ 6 1 есть

условие того, что спектр оператора S лежит внутри круга единичного ра-
диуса на комплексной плоскости. Это означает, что max |λ| < 1, где λ— соб-
ственное число оператора перехода S.

Для нахождения собственных значений оператора перехода решение u
(k)
n,m

представим в виде возмущения:

u(k)n,m = λk exp(iωxnhx) exp(iωymhy), (8)

где i— мнимая единица, λ— собственные числа оператора перехода [21]. В ре-
зультате подстановки равенства (8) в (6) определяются собственные значения
оператора перехода:

λ 6 α−
Γ(2− α)Cxτ

α

hβx

(

4 sin2
ωxhx
2

+ β − 2
)

−

−
Γ(2− α)Cyτ

α

hβy

(

4 sin2
ωyhy
2

+ β − 2
)

. (9)

Тогда из неравенства (9) получим, что в случае

0 6
Γ(2− α)Cxτ

α

hβx
+

Γ(2− α)Cyτ
α

hβy
6
α+ 1

2 + β
(10)
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все собственные числа оператора перехода по абсолютной величине не пре-
восходят 1. Условие (10) равносильно условию теоремы. �

Теорема 2. Неявная разностная схема (7) абсолютно устойчива.

Д о к а з ат е л ь ств о. Решение uk+1 можно представить в виде Auk+1 =
= uk+Γ(2−α)ταfk, тогда S = A−1 — оператор перехода с одного временного
слоя на другой. Условием устойчивости по начальным данным разностной
схемы (7), как было отмечено в доказательстве теоремы 1, является max |λ| <
1, где λ— собственное число оператора перехода S.

Для доказательства теоремы ещё раз решение u
(k)
n,m представим в виде

возмущения (8). В результате подстановки равенства (8) в (7) для модуля
перехода получим выражение

λ 6 α

(

1 +
Γ(2− α)Cxτ

α

hβx

(

4 sin2
ωxhx
2

+ β − 2
)

−

−
Γ(2− α)Cyτ

α

hβy

(

4 sin2
ωyhy
2

+ β − 2
)

)

−1

. (11)

Из неравенства (11) следует, что неявная разностная схема (7) абсолютно
устойчива, так как max |λ| < 1 при любых шагах τ , hx, hy. �

Разлагая функции uk+1
i+1,j, u

k+1
i,j , uki,j, u

k+1
i−1,j, u

k+1
i,j+1, u

k+1
i,j−1 в ряд Тейлора

и подставляя полученные соотношения в разностную схему (6), получим

∂αu

∂tα
(tk, xi, yj) = Cx

∂βu

∂xβ
(tk, xi, yj)+

+ Cy
∂βu

∂yβ
(tkxi, yj) + fki,j + a(τ2−α) + b(h2x) + c(h2y),

где a, b, c— некоторые константы. Следовательно, разностная схема (6) ап-
проксимирует уравнение (1) с порядком 2−α по времени и вторым порядком
по координатам x, y.

В случае квадратной сетки, т. е. когда hx = hy = h, Cx = Cy = C, для
разностной схемы (6) имеем

u(k+1)
n,m = (α− 2γβ)u(k)n,m + γ

(

u
(k)
n+1,m +

n+1
∑

j=2

qju
(k)
n−j+1,m+

+ u
(k)
n,m+1 +

m+1
∑

j=2

qju
(k)
n,m−j+1

)

+ Γ(2− α)ταf (k)n,m, (12)

u
(k)
0,m = ϕ(0, ym), u

(k)
N,m = ϕ(a, ym),

u
(k)
n,0 = ϕ(xn,0), u

(k)
n,M = ϕ(xn, b),

u
(0)
n,m = ψ(xm, yn),

(13)

где γ = Γ(2− α)ταC/hβ .
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Явная разностная схема (12) устойчива, когда

τα 6
(α+ 1)hβ

2 · (2 + β)Γ(2− α)C
,

где 0 < α 6 1, 1 < β 6 2.
В случае двух и более пространственных переменных применение неявных

схем вызывает трудности, связанные с решением систем линейных уравнений.

Снова рассмотрим квадратную сетку, но теперь для неявной разностной
схемы (7). В этом случае (7) примет вид

u
(k+1)
n,m − αu

(k)
n,m

Γ(2− α)τα
=

C

hβ

(

u
(k+1)
n+1,m − βu(k+1)

n,m +

n+1
∑

j=2

qju
(k+1)
n−j+1,m+

+ u
(k+1)
n,m+1 − βu(k+1)

n,m +

m+1
∑

j=2

qju
(k+1)
n,m−j+1

)

+ f (k)n,m. (14)

Решение можно найти с помощью дробных шагов, то есть переход с k-того
слоя на (k + 1)-й разобьём на два полушага:

u
(k+1/2)
n,m − αu

(k)
n,m

Γ(2− α)τα
=

C

hβ

(

u
(k+1/2)
n+1,m − βu(k+1/2)

n,m +

n+1
∑

j=2

qju
(k+1/2)
n−j+1,m

)

, (15)

u
(k+1)
n,m − αu

(k)
n,m

Γ(2− α)τα
=

C

hβ

(

u
(k+1)
n,m+1 − βu(k+1)

n,m +

m+1
∑

j=2

qju
(k+1)
n,m−j+1

)

+ f (k)n,m. (16)

Разностные схемы (15) и (16) являются неявными и содержат неизвестные
значения на (k + 1/2)-м шаге в схеме (15) и на (k + 1)-м — в схеме (16). При
этом в схеме (15) неизвестные значения функции вычисляются прогонкой по
слоям y = const, в схеме (16)— прогонкой по слоям x = const.

Сеточные уравнения (15) и (16) не аппроксимируют уравнение (1) на дроб-
ных шагах, но результирующая схема для перехода с k-того слоя на (k+1)-й
является аппроксимирующей.

Покажем, что модуль перехода, соответствующий двум полушагам, дей-
ствительно аппроксимирует модуль перехода для уравнения (1). С помощью
метода гармоник Фурье [21] можно получить выражения для модулей пере-
хода разностных схем (15) и (16):

λ′ 6 α
(

1 +
4Γ(2− α)ταC

hβ
ω1h

2
sin2

(ω1h

2

))

−1
,

λ′′ 6 α
(

1 +
4Γ(2− α)ταC

hβ
sin2

(ω1h

2

))

−1
.

Для совокупности переходов (15) и (16) модуль перехода λ = λ′λ′′. Таким
образом, схема (15), (16) абсолютно устойчива.
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In this work a solution is obtained for the boundary problem for two-dimensional ther-
mal conductivity equation with derivatives of fractional order on time and space vari-
ables by grid method. Explicit and implicit difference schemes are developed. Stability
criteria of these difference schemes are proven. It is shown that approximation order
by time equal but by space variables it equal two. A solution method is suggested using
fractional steps. It is proved that the transition module, corresponding to two half-steps,
approximates the transition module for given equation.
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