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Рассматривается задача Коши для волнового уравнения на двух типах негло-
бально гиперболических многообразий: плоскости Минковского с присоединенной
ручкой и пространстве Мизнера. Доказано, что на плоскости с ручкой суще-
ствование и единственность классического решения равносильны конечному на-
бору точечных условий на начальные данные. На пространстве Мизнера суще-
ствование и единственность классического решения эквивалентны гораздо более
ограничивающим условиям на начальные данные.

Ключевые слова: волновое уравнение, задача Коши, неглобально гиперболические
многообразия.

Введение. Теория (не)глобально гиперболических многообразий имеет два
источника. Во-первых, это работы Петровского и Лерэ по теории гипербо-
лических уравнений [1, 2], в которых было доказано, что задача Коши для
волнового уравнения
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всегда разрешима для некоторого специального типа многообразий, назван-
ных глобально гиперболическими. Во-вторых, в Общей теории относитель-
ности возникли многообразия с нарушением причинной структуры, которые
не являются глобально гиперболическими. Таковы, например, пространство
анти-де Ситтера, Гёделя и Готта, машина времени Дойча—Полицера и многие
другие [3–5].

Глобально гиперболическим многообразием называется ориентируемое по
времени лоренцево многообразие (M, g), которое не имеет замкнутых време-
ниподобных кривых, и множество времениподобных путей между любыми
двумя точками которого компактно. С физической точки зрения наличие
замкнутых времениподобных кривых означает нарушение причинности и со-
ответствует возможности перемещения во времени. Берналь и Санчес дока-
зали [6], что все глобально гиперболические многообразия диффеоморфны
R1 × Σ, где Σ —поверхность Коши.

Задача Коши для волнового уравнения на неглобально гиперболических
многообразиях рассматривалась в [7–10]. В частности, в последней работе
доказаны существование и единственность классического решения уравне-
ния Клейна—Гордона на факторе пространства анти-де Ситтера, а также на
кротовых норах специального класса.

Настоящая работа является продолжением работы [11], выполненной вме-
сте с соавторами, а так же [12]. Было доказано, что на плоскости Минковско-
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го с присоединенной ручкой (модифицированная машина Дойча—Полицера)
классическое решение существует и единственно при выполнении конечного
набора точечных условий самосогласованности; кроме того, в работе [11] бы-
ли приведены примеры, когда полученное решение путешествует во времени,
а также затронут вопрос существования обобщённых решений. Результаты
для пространства Мизнера существенно отличаются от результатов для плос-
кости с ручкой. Доказано, что существование классического решения на нем
эквивалентно таким условиям на начальные данные, которые в точности за-
прещают путешествия во времени. Данная работа мотивирована изучением
возможности создания кротовых нор и неглобально гиперболических регио-
нов при столкновении частиц на высоких энергиях [13].

1. Результаты для плоскости с ручкой. Приведём основные результаты,
полученные для плоскости с ручкой. Для начала опишем конструкцию плос-
кости с ручкой.

Рис. 1. Плоскость Минковского
с двумя разрезами, склеенны-
ми определённым образом. Иден-
тификация точек «внешних» и
«внутренних» сторон разрезов
указана линиями со стрелками

На полуплоскости R2
+ = {(x, t) ∈ R2 | t > 0}

рассмотрим два вертикальных интервала S1 и
S2 длины ` > 0:

Si = {(x, t) ∈ R2
+ | x = xi, ti < t < ti+ `}. (1)

Предположим, что

0 < x2 − x1 < t2 − t1 + `, (2)

таким образом, вектор I = (x2 − x1, t2 − t1),
переводящий S1 в S2, времениподобен.

Склеим стороны отрезков, как показано на
рис. 1, а именно склеим «внутренние» сторо-
ны разрезов друг с другом; аналогично склеим
«внешние» стороны разрезов друг с другом.
Получившееся многообразие имеет две особые
точки— концы отрезков.

Любое гладкое поле, заданное на рассмат-
риваемом многообразии, будет удовлетворять
определённым условиям склейки на разрезах
S1 и S2. Обратно, если поле дифференцируемо
в области Ω = R2

+ \ S̄1 ∪ S̄2 и удовлетворяет
этим условиям склейки, то оно гладко на рассматриваемом многообразии.

Рассмотрим волновое уравнение на этом многообразии

utt − uxx = 0 в Ω (3)

с начальными условиями

u|t=0 = ϕ, ux|t=0 = ψ, (4)

где ϕ ∈ C2(R), ψ ∈ C1(R). Наложим следующие условия склейки:

u(X±) = u(X∓ + I) ux(X±) = ux(X∓ + I), (5)
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где X = (x, t) ∈ S1, а u(X±) = lim
x→x1±0

u(x, t); предполагается, что указанные
пределы справа и слева существуют.

Определение 1.1. Классическим решением задачи (3)–(5) называется
функция u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω ∪ {t = 0}), удовлетворяющая условиям (3)–(5)
в предположении, что указанные в (5) пределы справа и слева существуют.

Обозначим ci = xi − ti, di = xi + ti, где i может быть 1 или 2. Будем
обозначать через Φ следующий (упорядоченный) набор функций:

Φ(x) =

(
Φ(i)(x), i = 0, 1, 2;

∫ x

a
ψ(s)ds; ψ(j)(x), j = 0, 1

)
.

Обозначим через Ψ следующий вектор:

Ψ =
(
Φ(c1 − `), Φ(c2 − `), Φ(c1), Φ(c2), Φ(d1 + `), Φ(d2 + `), Φ(d1), Φ(d2)

)
.

Теорема 1.1. Для существования классического решения задачи (3)–(5)
необходимо и достаточно выполнение десяти линейно независимых условий,
которые кратко можно записать как LΨ = 0, где L—некоторая специаль-
ная матрица ранга 10.

2. Результаты для пространства Мизнера. Пространство Мизнера — плос-
кое двумерное пространство-время, являющееся фактором R1,1/〈B〉 простран-
ства Минковского по свободной группе, порожденной бустом B. В системе ко-
ординат (ξ, η), где ξ = −(x+ t), η = x− t, буст B даётся следующим образом:

Рис. 2. Пространство Мизнера получа-
ется после отождествления границ фун-
даментальной области (на рисунке бе-
лая). После отождествления отрезки, от-
меченные на фундаментальной области,

превращаются в окружности

B : (ξ, η) 7→ (Bξ, B−1η), B ∈ R+.

Он сохраняет Лоренцеву метрику ds2 =
= −dξdη. В качестве фундаментальной
области действия B можно взять поло-
су {ξ0 < ξ < Bξ0}. Само пространство
Мизнера (см. рис. 2) получится, если у
фундаментальной области отождествить
границы с помощью

(ξ0, η) ∼ (Bξ0, B
−1η).

На получившемся многообразии су-
ществует единственная замкнутая нуле-
вая геодезическая η = 0. Она делит про-
странство на два региона: «прошлое» и
«будущее». В прошлом существуют гло-
бальные поверхности Коши и не суще-

ствует замкнутых времени подобных кривых; тогда как в будущем через
каждую точку проходит замкнутая времениподобная кривая.

Волновое уравнение �u = 0 в координатах (ξ, η) имеет вид:

uξη = 0 в Θ = {ξ0 < ξ < Bξ0, t > 0}. (6)

44



Задача Коши для волнового уравнения на неглобально гиперболических многообразиях

Начальные данные задаются на поверхности Коши, которая лежит в про-
шлом, и поэтому является пространственно-подобной. В качестве такой по-
верхности можно взять Σ = {t = 0}. Итак, задача Коши состоит в задании u
и ∇u на Σ:

u|t=0 = Φ, ∇u|t=0 = ψ. (7)

Кроме того, необходимо задать условия склейки u на границах фундамен-
тальной области. Они задаются следующим образом:

u(ξ0, η) = u(Bξ0, B
−1η), ∇u(ξ0, η) = B∇u(Bξ0, B

−1η). (8)

Определение 2.1. Классическим решением задачи (6)–(8) называется
функция u ∈ C2(Θ) ∩ C1(Θ̄), удовлетворяющая условиям (6)–(8).

Теорема 2.1. Для существования классического решения задачи (6)–(8)
необходимо и достаточно выполнение следующих условий:

Φ(ξ0) = Φ(Bξ0), ψ(ξ0) = Bψ(Bξ0), Φ′ = ψ.

При этом классическое решение единственно и имеет вид волны, идущей
влево u(ξ, η) = Φ(ξ).

Замечание 2.1.Качественно решение такого вида сильно отличаются от
решений из п. 1. А именно, такие решения не путешествуют во времени, по-
скольку имеют только левую моду, которая не идет вдоль замкнутых време-
ниподобных кривых.
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We consider Cauchy problem for wave equation on two types of non-global hyperbolic
manifolds: Minkowski plane with an attached handle and Misner space. We prove that
the classical solution on a plane with a handle exists and is unique if and only if a
finite set of point-wise constraints on initial values is satisfied. On the Misner space
the existence and uniqueness of a solution is equivalent to much stricter constraints
for the initial data.
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