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Рассматривается начально-краевая задача для линеаризованных уравнений вяз-
кой баротропной слабосжимаемой жидкости в ограниченной области. Изуча-
ется поведение решений этой задачи при стремлении фактора сжимаемости
к нулю. Приводятся достаточные условия слабой и сильной сходимости этих
решений к решению соответствующей задачи для несжимаемой жидкости.
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Введение. Для математического описания механики жидкостей, как пра-
вило, используется модель несжимаемой жидкости. Эта модель является иде-
ализацией, так как любая реальная жидкость, существующая в природе, яв-
ляется слабосжимаемой. В связи с этим возникает задача об исследовании
свойств решений уравнений слабосжимаемой жидкости, в частности, сходи-
мости этих решений к решению уравнений несжимаемой жидкости.

Поведение решений уравнений сжимаемой жидкости при стремлении чис-
ла Маха к нулю (что следует из сходимости сжимаемости к нулю) исследо-
валось в работах [1–4]. В частности, было доказано (см. [1,4]) существование
последовательности слабых решений начально-краевой задачи для этих урав-
нений, для которой поле скорости сходится слабо к полю скорости несжимае-
мой жидкости. Однако с физической точки зрения сильная сходимость поля
скорости (а также сходимость давления) представляет значительный инте-
рес, поскольку в случае сильной сходимости несжимаемая жидкость точнее
аппроксимирует сжимаемую.

Сильная сходимость поля скорости была установлена для искусственной
системы уравнений сжимаемой жидкости, используемой при численном ре-
шении уравнений несжимаемой жидкости методом искусственной сжимаемо-
сти (см., например, [5, III, §8]). Также была установлена ∗-слабая сходимость
градиента давления. Сильная сходимость давления не исследовалась.

При некоторых условиях сходимость решений уравнений сжимаемой жид-
кости не может быть сильной. Так, в [6] было получено необходимое условие
сильной сходимости классических решений уравнений сжимаемой жидкости
при стремлении фактора сжимаемости к нулю. Это условие представляет со-
бой ограничение на начальное условие для уравнений несжимаемой жидкости
и, вообще говоря, не выполняется.

В данной работе рассматриваются слабые решения линеаризованных урав-
нений слабосжимаемой жидкости. Это обусловлено тем, что на данный мо-
мент для полных уравнений сжимаемой жидкости установлено существова-
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ние слабых решений, а вопрос о существовании сильных решений открыт [2].
Кроме того, линеаризация уравнений сжимаемой позволяет сосредоточиться
на исследовании влияния сжимаемости на решение. Стоит также отметить,
что линеаризованные уравнения сжимаемой жидкости представляют и само-
стоятельный интерес (например, в [7] исследовались спектральные свойства
оператора, соответствующего стационарным линеаризованным уравнениям
сжимаемой жидкости).

Линеаризованные уравнения движения сжимаемой жидкости рассматри-
вались в [8,9]. В [9] была получена априорная оценка для сильного обобщён-
ного решения начально-краевой задачи для этих уравнений в ограниченной
области D ⊂ R3. Существование сильного обобщённого решения задачи Ко-
ши в R3 для этих уравнений было установлено в [8]. Вопросы существования
и единственности слабых решений, по-видимому, не рассматривались.

В данной работе приводятся достаточные условия существования и един-
ственности слабых решений начально-краевой задачи для линеаризованных
уравнений слабосжимаемой жидкости. Исследуется сходимость этих решений
при стремлении сжимаемости к нулю. Основные результаты об этой сходи-
мости состоят в следующем:

– в общем случае поле скорости сходится слабо;
– если начальное условие для поля скорости соленоидально, то поле ско-

рости сходится сильно и поле давления сходится слабо;
– если, кроме того, начальное условие для давления совпадает со значе-

нием давления в несжимаемой жидкости в начальный момент времени,
то сходимость поля давления является сильной.

1. Обозначения. Рассмотрим ограниченную область D ⊂ Rd (d ∈ N, d > 2)
с кусочно-гладкой границей ∂D. Пусть T > 0, QT = D × (0, T ).

В данной работе используются стандартные обозначения для пространств
Лебега, Соболева, Лебега—Бохнера и т. п. (см., например, [10]).

Как известно, пространство H1
0 (D)k (k ∈ N) со скалярным произведением

((u, v)) =

∫
D

(∇⊗ u) : (∇⊗ v) dx ≡
∫
D

(∂iuk)(∂ivk) dx

является гильбертовым (по повторяющимся индексам ведётся суммирова-
ние.) Здесь {u, v} ⊂ H1

0 (D)k — вектор-функции.
С помощью ( · , · ) в зависимости от контекста обозначается стандартное

скалярное произведение в Rk либо скалярное произведение в L2(D)k, т. е.

(u, v) =

∫
D
uivi dx.

ПустьX — банахово пространство и (xn) ⊂ X, x ∈ X. Введём обозначения:
xn ⇀ x ⇔ (xn) сходится к x слабо;
xn ⇁ x ⇔ (xn) сходится к x ∗-слабо.
Пусть J̇(D) —пространство бесконечно дифференцируемых финитных со-

леноидальных векторных полей. Пусть J(D) и V (D) — замыкания J̇(D) по
норме L2(D)d иH1

0 (D)d. Обозначим через PJ ортогональный проектор L2(D)d

на J(D), часто называемый проектором Лерэ—Гельмгольца.
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2. Линеаризованные уравнения слабосжимаемой жидкости. Рассмотрим
вязкую баротропную жидкость с уравнением состояния ρ = F (p), где ρ и p—
плотность и давление соответственно. Линеаризуем это уравнение в окрест-
ности некоторого значения давления pref :

ρ = F (p) ≈ F (pref) + F ′(pref)(p− pref).

Для краткости будем считать, что pref = 0 и обозначим F (0) = ρ0 > 0,
F ′(0) = α. С физической точки зрения 1/α = ∂p/∂ρ = c2 > 0, где c— скорость
звука. Итак, линеаризованное уравнение состояния имеет вид ρ = ρ0 + αp.

Рассмотрим систему уравнений

ρt + ρ0divu = 0, ρ0ut +∇p = µ∆u + η∇divu + ρf , ρ = ρ0 + αp. (1)

Здесь ρ = ρ(x, t) (ρ(x, t) ∈ R), x ∈ D ⊂ (0, T ), t ∈ (0, T ) ⊂ R, p = p(x, t)
(p(x, t) ∈ R), u = u(x, t) —поле скорости (u(x, t) ∈ Rd), f = f(x, t) — внеш-
няя массовая сила.

Коэффициенты вязкости µ > 0 и η > µ/3 предполагаются постоянными.
Число α > 0 называется фактором сжимаемости [6].

Уравнения (1) получаются линеаризацией уравнений сжимаемой жидко-
сти вблизи некоторого решения уравнений несжимаемой жидкости. Возника-
ющие при этом конвективные члены (v, ∇)αp и (v, ∇)u для простоты опу-
щены.

Поставим для уравнений (1) следующие начальные и краевые условия:

u|∂D = 0, u|t=0 = u0, p|t=0 = p0. (2)

Решение задачи (1), (2) зависит от фактора сжимаемости α:

{u, p} = {uα, pα}.

Основной целью данной работы является изучение сходимости этих решений
при α → 0. Однако перед исследованием этого предельного перехода сле-
дует дать определения слабого решения задачи (1), (2) и слабого решения
соответствующей задачи для несжимаемой жидкости.

3. Существование и единственность слабых решений. Предположим что
f ∈ L∞(QT )d, u0 ∈ L2(D)d, p0 ∈ L2(D).

Определение 1. Пара {u, p} ∈ L2(0, T ;H1
0 (D)d)×L2(0, T ;L2(D)) называ-

ется слабым решением задачи (1), (2), если для ∀ϕ ∈ C∞0 ([0, T )), ∀v ∈ H1
0 (D)d

и ∀r ∈ L2(D)

−
∫ T

0
(αp, r)ϕt dt− (αp0, r)ϕ(0) +

∫ T

0
(ρ0divu, r)ϕdt = 0;

−
∫ T

0
ρ0(u,v)ϕt dt− ρ0(u0,v)ϕ(0)−

∫ T

0
(p,div v)ϕdt =

= −µ
∫ T

0
((u,v))ϕdt− η

∫ T

0
(divu, div v)ϕdt+

∫ T

0
((ρ0 + αp)f ,v)ϕdt.
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Теорема 1. Задача (1), (2) имеет единственное слабое решение {u, p}.
До к а з ат е л ь ств о проводится по методу Фаэдо—Галёркина.

4. Уравнения несжимаемой жидкости. При α = 0 уравнения (2) формаль-
но переходят в нестационарные уравнения Стокса для несжимаемой жидко-
сти

div v = 0, ρ0vt +∇q = µ∆v + ρ0f . (3)

Поставим для уравнений (3) следующие начальные и краевые условия:

v|∂D = 0, v|t=0 = v0. (4)

Определение 2. Пара {v, q} ∈ L2(0, T ; V (D)) × D′(QT ) называется сла-
бым решением задачи (3), (4), если (3) выполняется в D′(QT ) и для ∀ϕ ∈
C∞0 ([0, T )), ∀v ∈ V (D)

−
∫ T

0
ρ0(v,v)ϕt dt− ρ0(v0,v)ϕ(0) = −µ

∫ T

0
((v,v))ϕdt+

∫ T

0
(ρ0f ,v)ϕdt.

Достаточные условия существования слабого решения задачи (3), (4) при-
ведены, например, в [5]. Регулярность решений задачи (3), (4) изучалась
В.А. Солонниковым (см., например, [11]).

5. Сходимость к решению уравнений несжимаемой жидкости. Пусть
{uα, pα}0<α<1 —множество решений задачи (1), (2) (существование и един-
ственность которых следует из теоремы 1). Пусть {v, q}— слабое решение
задачи (3), (4) с начальным условием v0 = PJu0.

Теорема 2. При α→ 0

uα ⇀ v в L2(0, T ;H1
0 (D)d), uα ⇁ v в L∞(0, T ;L2(D)d), (5)

∇pα ⇁ ∇q в H−1(QT ). (6)

До к а з ат е л ь ств о проводится с помощью оценок слабых решений за-
дачи (1), (2), теоремы Алаоглу—Бурбаки и единственности решения задачи
(3), (4).

Теорема 2 согласуется с результатами, полученными в [1, 4]. Однако с
помощью рассуждений, использованных в методе искусственной сжимаемо-
сти [5], можно усилить топологию сходимости (5), (6)

Теорема 3. Если u0 ∈ J(D), то при α→ 0

uα → v в L2(0, T ;H1
0 (D)d), ∇pα → ∇q в H−1(QT ).

Важное отличие уравнений сжимаемой жидкости от уравнений несжи-
маемой жидкости состоит в том, что только для первых выполняется закон
сохранения массы. А именно, пусть

M(t) =

∫
D
ρ dx =

∫
D

(1 + αp) dx.
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Тогда из (1) получаем dM/dt = 0. Следовательно,
∫
D
p(t)dx не зависит от t.

Для несжимаемой жидкости
∫
D
q(t)dx в общем случае зависит от t, так как

давление q определено с точностью до аддитивной функции времени. Однако
для произвольного числа A ∈ R эту функцию можно определить так, что∫
D
q(t)dx = A для п. в. t ∈ [0, T ].

Теорема 4. Пусть u0 ∈ J(D) и

v ∈ W̃ 1,2(0, T ;H1
0 (D)d), q ∈W 1,2(0, T ;L2(D)),∫

D
q(t) dx =

∫
D
p0 dx для п. в. t ∈ [0, T ].

Тогда pα ⇁ q в L∞(0, T ;L2(D)), α→ 0.

До к а з ат е л ь ств о проводится с помощью оценки разности слабых ре-
шений {uα − v, pα − q}, удовлетворяющей неоднородной задаче (1), (2).

Сильная сходимость давления в общем случае невозможна, поскольку

‖pα − q‖L∞(0,T ;L2(D)) > ‖p0 − q(0)‖L2(D).

Теорема 5. Пусть выполнены все условия теоремы 4 и область D яв-
ляется звёздной по отношению к некоторому шару. Если, кроме того,

q ∈W 2,2(0, T ;L2(D)) и p0 = q(0),

то
pα → q в L∞(0, T ;L2(D)), α→ 0.

До к а з ат е л ь ств о этой теоремы подобно доказательству теоремы 4,
однако к qt дополнительно применяется оператор Боговского [12]).
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