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КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ НАГРУЖЕННОГО УРАВНЕНИЯ
СМЕШАННОГО ПАРАБОЛО-ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ТИПА
В ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ОБЛАСТИ
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Установлены необходимые и достаточные условия единственности решения
краевой задачи для нагруженного уравнения смешанного параболо-гиперболиче-
ского типа в прямоугольной области. Решение поставленной задачи построено
в виде суммы ряда по собственным функциям соответствующей одномерной
задачи на собственные значения.

Ключевые слова: нагруженное уравнение смешанного типа, спектральный ме-
тод, единственность, существование.

1. Постановка задачи. Рассмотрим нагруженное уравнение смешанного типа

Lu =

{

ut − uxx + c1(t)u(x,0) = 0, t > 0,
utt − uxx + c2(t)u(x,0) = 0, t < 0

(1)

в прямоугольной области D =
{

(x, t) : 0 < x < 1, −α < t < β
}

, где α, β — заданные
положительные действительные числа, c1(t), c2(t) — заданные достаточно гладкие
функции.

Задача. Найти в области D функцию u(x, t), удовлетворяющую следующим
условиям:

u (x, t) ∈ C1
(

D
)

∩ C2 (D−) ∩ C2,1
x,t (D+) ; (2)

Lu (x, t) ≡ 0, (x, t) ∈ D+ ∪D−; (3)

u (0, t) = ϕ1(t), u (1, t) = ϕ2(t), ϕ1(0) = ϕ2(0) = 0, −α 6 t 6 β; (4)

u (x, −α) = ϕ (x) , 0 6 x 6 1, (5)

где ϕ(x), ϕ1(x), ϕ2(x)— заданные достаточно гладкие функции.

2. Единственность решения задачи. Функцию u(x, t) будем искать в виде ряда
Фурье

u(x, t) =
√
2

+∞
∑

k=1

uk(t) sin(πkx). (6)

Рассмотрим функцию

uk(t) =
√
2

∫ 1

0

u(x, t) sin(πkx), k ∈ N. (7)
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Проводя операции дифференцирования и интегрирования и учитывая однородные
граничные условия (4) и равенство (7), получим, что функция uk(t) имеет вид

uk(t) =























e−π2k2t

[

Dk −Dk

∫ t

0

c1(s)e
π2k2s ds−

∫ t

0

f(s)eπ
2k2s ds

]

, t > 0,

Ak cos(πkt) +Bk sin(πkt)+

+
1

πk

∫ 0

t

[Akc2(s) + f(s)] sin[πk(s− t)] ds, t < 0,

(8)

где f(t) =
√
2πk [cos(πk)ϕ2(t)− ϕ1(t)].

Найдём произвольные постоянные Ak, Bk, Dk. Для функции (8) в силу началь-
ного условия (2) выполнены условия сопряжения:

uk(0 − 0) = uk(0 + 0), u′k(0− 0) = u′k(0 + 0), k ∈ N.

В результате вычислений получим

Dk = Ak, Bk = −Akπk −
Akc1(0 + 0)

πk
− f(0 + 0)

πk
.

Подставив найденные коэффициенты в уравнение (8), получим

uk(t) =







e−π2k2t

[

Ak −Ak

∫ t

0

c1(s)e
π2k2s ds−

∫ t

0

f(s)eπ
2k2s ds

]

, t > 0,

Ak cos(πkt)−Akπk sin(πkt)−Akφk(t) + ψk(t), t < 0,

(9)

где

φk(t) =
c1(0 + 0)

πk
sin(πkt)− 1

πk

∫ 0

t

c2(s) sin[πk(s− t)] ds,

ψk(t) =
1

πk

∫ 0

t

f(s) sin[πk(s− t)] ds.

Найдём Ak, используя начальное условие (5) и формулу (7):

Ak =
φk − ψk(−α)

δα(k)
, k ∈ N, (10)

где
δα(k) = cos(πkα) + πk sin(πkα)− φk(−α) 6= 0. (11)

Подставляя (10) в (9), найдём окончательный вид функции

uk(t) =































φk − ψk(−α)
δα(k)

e−π2k2t

[

1−
∫ t

0

c1(s)e
π2k2s ds

]

−

−
∫ t

0

f(s)eπ
2k2(s−t) ds, t > 0,

φk − ψk(−α)
δα(k)

[cos(πkt)− πk sin(πkt)− φk(t)] + ψk(t), t < 0.

(12)

Справедлива теорема единственности решения поставленной задачи.

Теорема 1. Если u(x, t) является решением задачи (2)–(5), то оно единствен-
но при выполнении (11) при любых k ∈ N.
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До к а з ат е л ь ств о. Пусть u1(x, t) и u2(x, t)— различные решения задачи (2)–
(5). Введём функцию σ(x, t) = u1(x, t)−u2(x, t) — решение задачи (2)–(5) с нулевыми
начальными условиями:

σ(x,−α) = 0, 0 6 x 6 1; ϕ(x) = 0, 0 6 x 6 1.

Следовательно, из формулы (7) при использовании начального условия (5) получа-
ем, что ϕk = 0. Тогда согласно (12) σk(t) = 0, и из (7) следует

∫ 1

0

σ(x, t) sin(πkx) dx = 0. (13)

В силу полноты систему синусов в пространстве L2[0; 1] из равенства (13) по-
лучаем σ(x, t) = 0 почти всюду на [0; 1], где t ∈ [−α;β]. Так как из условия (2)
функция u(x, t) непрерывна на множестве D, то σ(x, t) = 0 на множестве D. От-
сюда u1(x, t) − u2(x, t) = 0, следовательно, u1(x, t) = u2(x, t) на D, то есть решение
единственно. �

3. Существование решения задачи. Для доказательства существования решения
задачи были доказаны следующие вспомогательные теоремы.

Теорема 2. Если α является произвольным положительным рациональным
числом, то существует C0 = const > 0 такая, что при больших k справедлива
оценка

|δα(k)| > C0 > 0. (14)

Теорема 3. Если выполнено условие (14), тогда при больших k имеют место
следующие оценки:

|uk(t)| 6
{

M1|ϕk − ψk(−α)|+M2, t > 0,
k (M3|ϕk − ψk(−α)|+M4) , t < 0;

|u′k(t)| 6
{

k2 (M5|ϕk − ψk(−α)|+M6) , t > 0,
k2 (M7|ϕk − ψk(−α)|+M8) , t < 0;

|u′′k(t)| 6 k3 (M9|ϕk − ψk(−α)| +M10) , t 6 0,

где Mi = const > 0, i ∈ {1, 2, . . . , 10}, и зависят от c1(t), c2(t), α.

Из формулы (6) почленным дифференцированием составим следующие ряды:

ut(x, t) =
√
2

+∞
∑

k=1

u
′

k(t) sin(πkx) = −
√
2

+∞
∑

k=1

π2k2uk(t) sin(πkx)−

−
√
2c1(t)

+∞
∑

k=1

uk(0) sin(πkx), t > 0, (15)

uxx(x, t) = −
√
2

+∞
∑

k=1

π2k2uk(t) sin(πkx), t > 0, (16)

utt(x, t) =
√
2

+∞
∑

k=1

u
′′

k(t) sin(πkx) = −
√
2

+∞
∑

k=1

π2k2uk(t) sin(πkx)−

−
√
2c2(t)

+∞
∑

k=1

uk(0) sin(πkx), t < 0, (17)
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uxx(x, t) = −
√
2

+∞
∑

k=1

π2k2uk(t) sin(πkx), t < 0. (18)

Ряды (6) и (15)–(18) в силу теоремы 3 мажорируются числовым рядом

+∞
∑

k=1

k3 (M11|ϕk − ψk(−α)|+M12) , (19)

где M11 > 0, M12 > 0.

Теорема 4. Если ϕ(x) ∈ C3[0; 1] и на сегменте [0; 1] имеет кусочно-непрерыв-
ную производную четвёртого порядка и ϕ(0) = ϕ(1) = ϕ′′(0) = ϕ′′(1) = 0, то

ϕk =
1

π4k4
ϕ
(IV )
k ,

где

ϕ
(IV )
k =

√
2

∫ 1

0

ϕ(IV ) sin(πkx) dx.

В силу теоремы 4 ряд (18) оценивается сходящимся рядом

M13

+∞
∑

k=1

1

k
|ϕIV

k |. (20)

В силу сходимости ряда (19) на основании признака Вейерштрасса сходятся рав-
номерно ряды (15) и (6) на D, а ряды (16)–(18) — на соответствующих замкнутых
областях D+ и D−.

Следовательно, функция u(x, t), определена рядом (6), удовлетворяет условию
(2). Подставляя ряды (6), (14) и (15) в уравнение (1) при t > 0, а ряды (6), (16)
и (17) — в уравнение (1) при t < 0, убеждаемся в том, что функция (6) является
решением уравнения (1) на множестве D+ ∪D+.

Таким образом, из справедливости теорем 2, 3, 4 доказана следующая теорема.

Теорема 5. Если функция ϕ(x) удовлетворяет условиям теоремы 4, c1(t) ∈
C[0;β], c2(t) ∈ C[−α; 0] и выполнено условие (17), то существует единственное
решение задачи (2)–(5), и оно определяется рядом (6).
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