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Рассматриваются пространства BMO- и VMO-функций над полем p-адических
чисел. Доказывается плотность пространства локально постоянных функций
в пространстве VMO-функций относительно BMO-нормы.
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1. BMO- и VMO-функции. Пространства функций с ограниченными сред-
ними колебаниями (Bounded Mean Oscillations, BMO-функции) и функций с
малыми средними колебаниями (Vanishing Mean Oscillations, VMO-функции)
являются одними из стандартных, широко используемых пространств в тео-
рии вещественных функций на окружности. [1].

В последнее время возник интерес к изучению и использованию такого
рода пространств над полем p-адических чисел [2, 3].

Пусть f —измеримая функция на Zp. Обозначим через fB среднее функ-
ции f по шару B:

fB =
1

µ(B)

∫
B

fdµ.

Через Mk(f) обозначим следующее выражение:

Mk(f) = pk sup
B : µ(B)6p−k

∫
B
|f − fB| dµ.

Определение 1. Будем говорить, что измеримая на Zp функция f являет-
ся функцией с ограниченными средними колебаниями (BMO-функцией), если
Mk(f) равномерно ограничено по k.

Легко проверить, что отображение

f → ‖f‖BMO = sup
k
Mk(f)

задаёт полунорму на пространстве BMO-функций, ядро полунормы образует
постоянные функции. Очевидно, что ограниченные измеримые на Zp функ-
ции являются BMO-функциями. Вместо полунормы часто удобнее рассмат-
ривать норму, которую будем обозначать тем же символом:

f → ‖f‖BMO = sup
k
Mk(f) + |f(0)|.

Определение 2. BMO-функцию f назовём функцией с малыми средними
колебаниями (VMO-функцией), если

lim
k→∞

Mk(f) = 0.
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Легко увидеть, что VMO-функции образуют замкнутое относительно
BMO-нормы подпространство в пространстве BMO-функций.

Комплекснозначная функция f p-адического аргумента называется ло-
кально постоянной функцей порядка k (ord(f) = k), если она постоянна на
всех шарах радиуса p−k, причем k—минимальное целое число с таким свой-
ством. Пространство комплекснозначных локально постоянных на Zp функ-
ций будем обозначать через LC (Zp).

2. VMO-функции и локально постоянные функции. Понятие VMO-функции
является естественным понятием для комплекснозначных функций p-адиче-
ского аргумента. Действительно, локально постоянные на Zp функции с оче-
видностью являются VMO-функциями, причём особого вида. Для локально
постоянной функции f ,

(
f ∈ LC (Zp)

)
справедливо равенство

Mk(f) = 0, ∀k : k > ord(f).

Это легко следует из того факта, что локально постоянная функция порядка
k представляется в виде линейной комбинации характеристических функций
шаров радиуса p−k.

Для любой VMO-функции f на Zp легко построить последовательность
локально постоянных функций, сходящуюся по BMO-норме к f . Действи-
тельно, пусть f —VMO-функция на Zp. Обозначим через [f ]k, k = 0, 1, 2, . . . ,
функцию, которая получена из f путем усреднения по шарам радиуса p−k:

[f ]k(x) = pk
∫
|u|p6p−k

f(x+ u)du, x ∈ Zp.

Докажем, что при достаточно больших n выполняется неравенство

Mk (f − [f ]n) 6Mn(f). (1)

Прежде всего заметим, что при n > k справедливо равенство fB = [f ]nB,
µ(B) = p−k. Действительно, пусть Bi, i = 1, 2, . . . , pn−k —множество шаров
радиуса p−n, лежащих в шаре B. Тогда

fB = pk
∫
B
fdµ = pk

∑
i

∫
Bi

fdµ = pk
∑
i

∫
Bi

[f ]ndµ = [f ]nB.

Следовательно,

Mk (f − [f ]n) = pk sup
B : µ(B)6p−k

∫
B
|f − fB − [f ]n + [f ]nB| dµ =

= pk sup
B : µ(B)6p−k

∫
B
|f − [f ]n| dµ = pk sup

B : µ(B)6p−k

∑
i

∫
Bi

|f − fBi | dµ 6

6 pk sup
B : µ(B)6p−k

p−kMn(f) =Mn(f).

Заметим, что при n 6 k выполнено неравенство Mk (f − [f ]n) 6 Mk(f),
поскольку в этом случае Mk ([f ]

n) = 0.
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Поскольку f —VMO-функция, то для всякого ε > 0 найдётся такое N ,
что для всех n > N будет выполнено неравенство Mn(f) < ε. Следовательно,

‖f − [f ]n‖BMO = sup
k
Mk (f − [f ]n) =

= max

{
sup
k<n

Mk (f − [f ]n) , sup
k>n

Mk (f − [f ]n)

}
=

= max {Mn(f),Mk(f)} < ε.

Таким образом, доказана следующая теорема.
Теорема 1. Пространство VMO-функций на Zp является замыкани-

ем множества LC (Zp) локально постоянных функций на Zp относительно
BMO-нормы.

Непосредственным следствием доказанной выше теоремы является сле-
дующая теорема.

Теорема 2. Пространство VMO-функций на Zp является замыканием
множества C (Zp) непрерывных функций на Zp относительно BMO-нормы.
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