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Рассмотрена система обобщённых интегральных уравнений Абеля с постоян-
ными коэффициентами в матричной форме в терминах интегральных опера-
торов Римана—Лиувилля матричного порядка на отрезке. Обоснована её редук-
ция к системе сингулярных интегральных уравнений. Решение этой системы
найдено в явном виде в случае коммутативных матриц простой структуры.

Ключевые слова: дробное исчисление, функции матричного аргумента, интегро-
дифференциальные операторы матричного порядка, система обобщённых инте-
гральных уравнений Абеля.

Пусть λ ∈ C, f(x) —измеримая, в общем случае, комплексно-значная
функция с областью определения D(f) ⊂ Ω = [a, b], где −∞ < a < b < +∞.
Пусть c—произвольная точка отрезка Ω: a 6 c 6 b.

Интегро-дифференциальный оператор Римана—Лиувилля порядка λ опре-
деляется так [1]:

Iλcxf ≡ D−λcx f =


sign(x− c)

Γ(λ)

∫ x

c

f(t)dt

|x− t|1−λ
, Reλ > 0;

sign(x− c)
( ∂
∂x

)n
In+λ
cx f, Reλ 6 0, n = [−Reλ] + 1,

(1)

где Γ(λ) — гамма-функция Эйлера, [·] —целая часть числа. При a 6 c < x 6 b
(1) определяет левостронний интегро-дифференциальный оператор Iλc+, а при
a 6 x < c 6 b—правосторонний оператор Iλc− [2]. При λ = 0 в силу определе-
ния (1) I0

cx ≡ D0
cx ≡ I — тождественный оператор.

ОбозначимMn —множество постоянных матриц порядка n, Λ(G) — спектр
матрицы G ∈ Mn, λi ∈ C— собственные значения матрицы G, i = 1, 2, . . . , n.
Обозначим C+ = {z ∈ C : Rez > 0} и C− = {z ∈ C : Rez 6 0}.

В соответствии с определением, введенным в работах [3, 4], для матрицы
G ∈Mn действие матричного оператора дробного интегро-дифференцирова-
ния Римана—Лиувилля на функцию f(x) = (f1, f2, . . . , fn)> даётся формулой

(
IGcx
)
f ≡

(
D−Gcx

)
f =

s∑
k=1

ψk(G)

mk−1∑
n=0

(G− λkE)n

n!

( dn
dλn

Iλcx
ψk(λ)

)
f
∣∣∣
λ=λk

, (2)

где ψk(λ) = (λ− λk)−mk
∏s
k=1(λ− λk)mk , λk ∈ Λ(G).
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Если Λ(G) ⊂ C+, то IGcxf определяет матричный аналог интегрального
оператора Римана—Лиувилля, в частности, при c = a и x > a имеем лево-
сторонний интегральный оператор IGa+f матричного порядка, а при c = b и
x < b—правосторонний оператор IGb−f . Если Λ(G) ⊂ C−, то формула (2)
определяет матричный аналог дифференциального оператора Римана—Ли-
увилля. А при Λ(G) ⊂ C имеем матричный аналог интегро-дифференциаль-
ного оператора Римана—Лиувилля.

Пусть матрицы A, B, G ∈ Mn и пусть матрица G является матрицей
простой структуры, а Λ(G) ⊂ R+, где R+ = {x : x ∈ R, x > 0}. Систему
интегральных уравнений

AIGa+ϕ+BIGb−ϕ = f(x), (3)

где ϕ(x) —искомая, а f(x) — заданная n-мерные вектор-функции, будем на-
зывать системой обобщённых интегральных уравнением Абеля на отрезке [a, b].

Если одна из матриц A или B нулевая, получим матричные аналоги клас-
сических уравнений Абеля с правосторонним или левосторонним интегралом
матричного порядка, рассмотренные в работах [5, 6].

Пусть detA 6= 0. Тогда система интегральных уравнений (3) может быть
записана в виде

EIGa+ϕ+ PIGb−ϕ = g(x), (4)

где P = A−1B, g(x) = A−1f(x).
С помощью свойств интегро-дифференциальных операторов матричного

порядка [6, 7], система уравнений Абеля (3) редуцируется к системе инте-
гральных уравнений Фредгольма первого рода

Γ−1(G)

∫ b

a

(
C +D sign(x− t)

)
|x− t|G−Eϕ(t)dt = g(x), (5)

где C = (E + P )/2, D = (E − P )/2, а Γ(G) — гамма-функция Эйлера мат-
ричного аргумента. Заметим, что когда D—нулевая матрица, уравнение (5)
является матричным аналогом уравнения Карлемана [2, 8].

Рассмотрим случай коммутативных матриц G и P , считая их матрица-
ми простой структуры. Известно [9], что в этом случае существует невы-
рожденное преобразование с матрицей T , приводящее матрицы G и P од-
новременно к диагональным матрицам. Пусть G = T−1ΛGT , P = T−1ΛPT ,
где ΛG, ΛP — соответствующие диагональные матрицы. Тогда (x − t)G−E =
= T−1|x − t|−ΛG−ET . Обозначим h(x) = Tg(x) и ψ(x) = Tϕ(x), где ψ(x) =
= (ψ1(x), ψ2(x), . . . , ψk(x))>, h(x) = (h1(x), h2(x), . . . , hk(x))>. Тогда система
уравнений (5) при Λ(P ) = {pk}, k = 1, 2, . . . , n, расщепляется на n уравнений
вида

1

2
Γ−1(λk)

∫ b

a

(
(1 + pk) + (1− pk)sign(x− t)

)
|x− t|λk−1ψk(t)dt = hk(x). (6)

Известно [8], что порядок особенностей решений уравнений системы (6)
определяется числом

θk = argHk(a) = 2 arg
(
1− pke(1−λk)πi

)
(k = 1,2, . . . , n), 0 < θ < 2π, (7)
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где

Hk(a) =
1− pke(1−λk)πi

1− pke−(1−λk)πi

—коэффициент задачи Римана, соответствующей каждому уравнению систе-
мы (6).

Вернёмся к системе интегральных уравнений (4). Покажем, что в слу-
чае коммутативных матриц G и P она редуцируется к системе сингулярных
интегральных уравнений.

Лемма 1. Пусть Λ(G) ⊂ (0, 1),

(Sϕ)(x) =
1

π

∫ b

a

ϕ(t)

t− x
dt

— сингулярный интегральный оператор, rb = b − x. Тогда матричные ите-
гральные операторы IGa+, I

G
b− и оператор S связаны соотношением

IGb−ϕ = cos(Gπ)IGa+ϕ+ sin(Gπ)rGb Sr
−G
b IGa+ϕ (ϕ ∈ Lp, p > 1). (8)

До к а з ат е л ь ств о. Для простоты ограничимся множествомM2. Пусть
G ∈M2 и является матрицей простой структуры. Тогда, используя определе-
ние (2) и определение функции матричного аргумента [9], правую часть (8)
можно записать в виде(G− λ2E

λ1 − λ2
cosλ1π +

G− λ1E

λ2 − λ1
cosλ2π

)(G− λ2E

λ1 − λ2
Iλ1a+ +

G− λ1E

λ2 − λ1
Iλ2a+

)
ϕ+

+
(G− λ2E

λ1 − λ2
sinλ1π +

G− λ1E

λ2 − λ1
sinλ2π

)(G− λ2E

λ1 − λ2
rλ1b +

G− λ1E

λ2 − λ1
rλ2b

)
×

× S
(G− λ2E

λ1 − λ2
r−λ1b +

G− λ1E

λ2 − λ1
r−λ2b

)(G− λ2E

λ1 − λ2
Iλ1a+ +

G− λ1E

λ2 − λ1
Iλ2a+

)
ϕ.

Используя свойства идемпотентов матрицы G, легко получить

G− λ2E

λ1 − λ2

(
cos(λ1π)Iλ1a+ + sin(λ1π)rλ1b Sr

−λ1
b Iλ1a+

)
ϕ+

+
G− λ1E

λ2 − λ1

(
cos(λ2π)Iλ2a+ + sin(λ2π)rλ2b Sr

−λ2
b Iλ2a+

)
ϕ = IGb−ϕ,

откуда следует формула (8). �
Лемма 2. Система интегральных уравнений Абеля (4) в классе суммиру-

емых функций эквивалентна системе сингулярных интегральных уравнений

A1Φ(x) +
A2

π

∫ b

a

Φ(t)dt

t− x
= r−Gb g(x), (9)

где A1 = E + P cos(Gπ), A2 = P sin(Gπ), Φ(x) = r−Gb IGa+ϕ.
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До к а з ат е л ь ств о. В системе интегральных уравнений (4) заменим
матричный интегральный оператор IGb− его выражением по формуле (8). То-
гда

EIGa+ϕ+ P cos(Gπ)IGa+ϕ+ P sin(Gπ)rGb Sr
−G
b IGa+ϕ = g(x).

Умножая левую и правую части этого уравнения на матрицу r−Gb слева и
вводя вектор Φ(x) = r−Gb IGa+ϕ, получим систему интегральных уравнений (9):(

A1 +A2S
)
Φ(x) = r−Gb g(x). �

Очевидно, что с помощью матрицы T система интегральных уравнений
(4) расщепляется на n уравнений вида

Iλka+ψk + pkI
λk
b−ψk = hk(x), (10)

а система уравнений (9) расщепляется на

(
1 + pk cos(λkπ)

)
Ψk + π−1pk sin(λkπ)

∫ b

a

Ψk(t)

t− x
dt = r−λkb hk, (11)

где Ψk(x) —компонента вектора Ψ(x) = TΦ(x) = (Ψ1(x),Ψ2(x), . . . ,Ψn(x))>.
Используя известные решения уравнений (11) [8], нетрудно найти выра-

жения дробных интегралов от компонент вектора ψ(x):

Iλka+ψk = rλkb Ψk =
1− pk cos(1− λk)π

lk
hk(x) +

ck

r
θk/(2π)
a r

1−λk−θk/(2π)
b

−

− pk sin(1− λk)π
lkπr

θk/(2π)
a r

1−λk−θk/(2π)
b

∫ b

a

(b− t)1−λk−θk/(2π)(t− a)θk/(2π)

t− x
hk(t)dt

в случае θk < 2π(1− λk) и

Iλka+ψk = rλkb Ψk =
(1− pk) cos(1− λk)π

lk
hk(x)− pk sin(1− λk)π

lkπ
−

− r1−θk/(2π)
a r

−(1−λk−θk/(2π))
b

∫ b

a

ψk(t)dt

(t− a)1−θk/(2π)(b− t)θk/(2π)−1+λk(t− x)

в случае θk > 2π(1 − λk), где lk = 1 − 2pk cos(1 − λk)π + p2
k, ra = x − a, ck —

произвольная постоянная.
Для определения компонент вектора ψ(x) остаётся решить обычные урав-

нения Абеля. Таким образом, уравнение (10) будет иметь в классе гёльде-
ровских функций с интегрируемыми особенностями на концах единственное
решение тогда и только тогда, когда arg(1 − pke(1−λk)πi) > (1 − λk)π. Следо-
вательно, справедлива следующая лемма.

Лемма 3. Система уравнений (10) разрешима в классе вектор-функций
H∗ при любых правых частях hk(x) ∈ H∗λk , если pk > 0, k = 1, 2, . . . , n.
Решение единственно и его компоненты определяются формулами

ψk(x) = l−1
k Γ−1(λk)D

λk
a+

(
hk − pkZkD1−λk

a+ I1−λk
b− Z−1

k hk
)
,
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где
Zk(x) = r2−λk−θk/(2π)

a r
−(1−λk−θk/(2π))
b . (12)

Замечание. Определение классов H∗ и H∗λk см. в [2].
Окончательный результат сформулируем в виде теоремы.
Теорема. Пусть в системе обобщённых интегральных уравнений Абе-

ля (4) матрицы G и P коммутативны и являются матрицами простой
структуры такими, что Λ(G) ⊂ (0, 1), Λ(P ) ⊂ R+. Пусть вектор-функция
g(x) такова, что компоненты вектора h(x) = Tg(x) принадлежат классам
функций H∗λk , k = 1, 2, . . . , n, где λk ∈ Λ(G) — собственные значения матри-
цы G, а T —матрица преобразования G к диагональному виду ΛG = TGT−1.
Тогда единственное решение системы уравнений (4) в классе вектор-функ-
ций H∗ имеет вид

ψ(x) = L−1Γ−1(G)DG
a+

(
E − PZ(x)DE−G

a+ IE−Gb− Z−1(x)
)
g(x),

где матрица Z(x) = T−1diag(Z1(x), Z2(x), . . . , Zn(x))T, а Zk(x) определены
в (12).
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