
Вестн. Сам. гос. техн. ун-та. Сер. Физ.-мат. науки. 2011. № 1 (22). С. 99–107

УДК 530.145
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Дано простое доказательство адиабатической теоремы в конечномерном случае
как для невырожденных, так и для вырожденных состояний. Для отклонения
нормы решения уравнения Шрёдингера получена оценка, равномерная по пара-
метру, от которого зависит гамильтониан.
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Адиабатическая теорема [1] занимает одно из центральных мест в нере-
лятивистской квантовой механике, т. к. позволяет находить приближённое
решение уравнения Шрёдингера при медленном изменении гамильтониана
во времени. Первоначально она была доказана для дискретного (возможно,
бесконечного) спектра гамильтониана при некоторых ограничениях на воз-
можное пересечение уровней энергии. Доказательство для невырожденных
уровней энергии приведено, например, в [2]. Различным вариантам адиаба-
тической теоремы посвящено большое количество статей, ссылки на кото-
рые можно найти в [3, 4]. Доказательства адиабатической теоремы довольно
сложны.

В настоящей статье дано новое простое доказательство адиабатической
теоремы для конечномерной квантово-механической системы. Использование
базиса, состоящего из собственных векторов исходного гамильтониана, позво-
ляет упростить доказательство и сделать его более прозрачным. Доказатель-
ство приведено как для невырожденных, так и для вырожденных состояний.
Чтобы сделать доказательство теоремы максимально простым и выделить
наиболее существенные моменты, мы предполагаем, что уровни энергии не
пересекаются.

Сравнение с существующими доказательствами адиабатической теоремы
в конечномерном случае [5–7] сделано в заключении.

В нерелятивистской квантовой механике состояние системы описывается
вектором гильбертова пространства (волновой функцией) ψ ∈ H, зависящего
от времени, и некоторого набора других переменных, который определяется
рассматриваемой задачей. Эволюция квантовой системы во времени t описы-
вается уравнением Шрёдингера [8, 9]:

i~
∂ψ

∂t
= Hψ, (1)

гдеH — самосопряженный оператор (гамильтониан), действующий в гильбер-
товом пространстве H, и ~—постоянная Планка. Для уравненияШрёдингера
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ставится задача Коши с начальным условием

ψ(0) = ψ0, (2)

где ψ0 ∈ H—некоторый нормированный на единицу вектор гильбертова про-
странства.

В дальнейшем положим ~ = 1 и обозначим частную производную по вре-
мени точкой ψ̇ := ∂tψ.

Предположим для простоты, что гильбертово пространство представляет
собой конечномерное комплексное пространство H = Cn комплексной раз-
мерности dimH = n. Рассмотрим задачу Коши (1), (2) в общем случае, когда
гамильтониан системы зависит от времени, H = H(t). Для решения этой
задачи необходимо выбрать базис в гильбертовом пространстве H. Конечно,
решение задачи от выбора базиса не зависит, и его выбирают из соображений
удобства. Рассмотрим два случая.

Пусть базис ek ∈ H, k = 1, 2, . . . ,n, ортонормирован и фиксирован, ėk = 0.
Произвольный вектор можно разложить по этому базису: ψ = ψkek. При
этом гамильтониан задается эрмитовой n×n-матрицей Hk

l , а задача Коши
для уравнения Шрёдингера в компонентах примет вид системы обыкновен-
ных дифференциальных уравнений с некоторыми начальными условиями

iψ̇k = Hk
l ψ

l, ψk(0) = ψk0 , (3)

где по повторяющимся индексам подразумевается суммирование.
Рассмотрим теперь другой ортонормированный базис bk = bk(t), кото-

рый может зависеть от времени. Вектор гильбертова пространства ψ можно
разложить также по этому базису ψ = ψ′kbk. Тогда задача Коши (3) будет
выглядеть по другому:

iψ̇′k = H ′kl ψ
′l, ψ′k(0) = ψ′k0 , (4)

где H ′kl —компоненты гамильтониана относительно нового базиса, которые
будут определены ниже. Два базиса связаны между собой некоторым уни-
тарным преобразованием

bk = Slkel, S ∈ U(n), (5)

которое в общем случае зависит от времени, S = S(t). При этом компонен-
ты вектора гильбертова пространства преобразуются с помощью обратной
матрицы

ψ′k = S−1k
l ψ

l.

Отсюда следует выражение для компонент начального вектора гильбертова
пространства ψ′k0 = S−1k

l (0)ψl0. Переписав уравнение Шрёдингера (3) в базисе
bk, получим компоненты гамильтониана относительно нового базиса:

H ′ = S−1HS − iS−1Ṡ, (6)

где для краткости опущены матричные индексы.
Перейдём к определению адиабатического предела и описанию базиса

bk, который будет использован при доказательстве адиабатической теоремы.
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Адиабатическая теорема справедлива для гамильтонианов, которые медлен-
но меняются со временем. А именно, мы предполагаем, что гамильтониан
достаточно гладко зависит от вещественного параметра ν = εt, где ε > 0, ко-
торый меняется на конечном отрезке, ν ∈ [0, ν0]. Тогда медленное изменение
гамильтониана означает, что параметр ν меняется на конечную величину при
малых ε и больших временах t. Назовём адиабатическим двойной предел в
решении задачи Коши для уравнения Шрёдингера (1) и (2) на отрезке [0, t]:

ε→ 0, t→∞ при условии εt = ν = const. (7)

При исследовании этого предела время t в уравнении Шрёдингера удобно
заменить на параметр ν:

iε
∂ψ

∂ν
= H(ν)ψ. (8)

Вектор состояния ψ(ν, ε) в таком случае зависит также от параметра ε, а
адиабатический предел соответствует простому пределу ε → 0 при каждом
значении параметра ν.

Асимптотическое решение уравнения вида (8) в общем случае построено
в [10,11].

Для доказательства адиабатической теоремы нам понадобится специаль-
ный базис, зависящий от времени. Пусть исходный гамильтониан H(ν) кван-
товой системы задан в некотором фиксированном базисе ek. Тогда существует
унитарная матрица S(ν), которая диагонализирует гамильтониан:

S−1H(ν)S = Hd(ν) = diag
(
E1(ν), E2(ν), . . . , En(ν)

)
, (9)

где E1 6 E2 6 . . . 6 En — уровни энергии собственных состояний гамильто-
ниана H, которые будем считать упорядоченными. Как известно, столбца-
ми матрицы S являются компоненты собственных векторов гамильтониана
H. Унитарная матрица S определена неоднозначно, и произвол в её выборе
в дальнейшем рассмотрении будет использован.

Мы допускаем, что часть уровней энергии может быть вырождена. Обо-
значим через Υn множество индексов, для которых Ej(ν) = En(ν) при j ∈ Υn.
Конечно, в качестве индекса n можно выбрать любой индекс, принадлежа-
щий Υn. Если уровень En невырожден, то множество индексов состоит из
одного элемента: Υn = {n}. Мы докажем адиабатическую теорему в случае,
когда множество индексов Υn для всех n не меняется со временем, т.е. уровни
энергии не пересекаются.

Предполагается, что гамильтониан H, уровни энергии E1, E2, . . . , En
и матрица преобразования S достаточно гладко зависят от ν на конечном
отрезке [0, ν0].

Для доказательства адиабатической теоремы нам понадобится следующее
утверждение.

Лемма. Существует унитарная матрица S в (9) такая, что выполнено
условие (

S−1dS

dν

)j
k

= 0, ∀k ∈ Υj . (10)
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До к а з ат е л ь ств о. Рассмотрим два случая. Пусть уровень энергии Ek
невырожден. Матрица преобразования S определена с точностью до умно-
жения каждого столбца на фазовый множитель Sjk 7→ Sjke

iαk(ν) для всех
j = 1, 2, . . . ,n. Это соответствует произволу в выборе фазового множителя
у собственного вектора состояния. Пусть фазовый множитель удовлетворяет
уравнению

dαk
dν

= i

n∑
j=1

S−1k
j

dSjk
dν

,

где суммирование по k в правой части отсутствует. Тогда нетрудно проверить,
что после преобразования для любого решения этого уравнения выполнено
равенство (

S−1dS

dν

)k
k

= 0. (11)

Это можно проделать для всех невырожденных уровней одновременно.
Теперь предположим, что все уровни энергии вырождены, E1 = E2 =

= . . . = En. Тогда матрица S определена с точностью до унитарного преоб-
разования

S 7→ SW, W (ν) ∈ U(n).

Пусть матрица W удовлетворяет уравнению

dW

dν
+ S−1dS

dν
W = 0,

которое всегда имеет решение. Тогда после преобразования для любого ре-
шения будет выполнено равенство (10) для всех j, k.

Если вырождена только часть уровней, то соответствующее унитарное
преобразование необходимо проделать только с этими уровнями. Таким об-
разом, равенство (10) будет выполнено для всех уровней с Ej = Ek. �

Доказательство адиабатической теоремы будет проведено в ортонорми-
рованном базисе (5), где матрица S выбрана таким образом, как описано
в лемме. Этот базис состоит из собственных векторов исходного гамильтони-
ана H:

Hbk = Ekbk,

и гамильтониан H(ν) в нём диагонален (9). Компоненты вектора состояния в
базисе bk, как и ранее, пометим штрихом: ψ = ψ′kbk. Поскольку гамильтониан
H в этом базисе диагонален, то квадрат модуля k-той компоненты вектора
состояния

|(ψ, bk)|2 = |ψ′k|2,
где круглые скобки обозначают скалярное произведение в H, равен вероят-
ности обнаружить квантовую систему в состоянии Ek в момент времени t.

Для формулировки теоремы нам понадобится функция

4En(ν) = min
j,σ
|Ej(σ)− En(σ)|, ∀σ ∈ [0, ν],

где минимум |Ej − En| берётся по всем j, для которых Ej 6= En, и всем σ ∈
[0, ν]. Поскольку уровни энергии не пересекаются, то для каждого значения
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параметра ν функция 4En(ν) конечна и равна минимальному расстоянию от
уровня энергии En до остальных уровней энергии.

Адиабатическая теорема. Пусть гамильтониан H = H(ν), его соб-
ственные состояния bk(ν) и уровни энергии Ek(ν) достаточно гладко зави-
сят от ν на конечном отрезке ν ∈ [0, ν0]. Предположим, что число вырож-
денных собственных состояний постоянно во времени. Пусть ψ(n)(ν, ε) — ре-
шение уравнения Шрёдингера, которое в начальный момент времени совпа-
дает с собственным состоянием bn(0) гамильтониана H(0), соответствую-
щим уровню энергии En(0). Тогда в адиабатическом пределе (7) справедлива
следующая оценка нормы:

1−
∑
j∈Υn

|(ψ(n), bj)|2 =
O(ε2)

4E2
n(ν)

, ∀ν ∈ [0, ν0], (12)

то есть в процессе эволюции квантовая система будет оставаться в соб-
ственном состоянии гамильтониана H(ν), соответствующем уровню энер-
гии En(ν) с точностью порядка ε2.

До к а з ат е л ь ств о. Будем решать задачу Коши (4) в базисе (5). Га-
мильтониан, который входит в уравнение Шрёдингера, в этом базисе диаго-
нален с точностью до линейных членов по ε,

H ′ = Hd − iεS−1dS

dν
. (13)

Пусть матрица S выбрана таким образом, как описано в лемме. Предполо-
жим, что в начальный момент времени система находится в собственном со-
стоянии гамильтониана Hd и, следовательно, в собственном состоянии исход-
ного гамильтонианаH = SHdS

−1. Это значит, что начальное условие в базисе
bk имеет вид

ψ(n)(0, ε) = bn(0) = (0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−1

, 1, 0, 0, . . . , 0).

Любое решение уравнения Шрёдингера представимо в виде

ψ(n)(ν, ε) = exp

(
− i
ε

∫ ν

0
dσHd(σ)

)
φ(n)(ν, ε), (14)

где φ(n) —некоторый вектор гильбертова пространства H. Тогда для вектора
phi(n) получаем уравнение

∂φ(n)

∂ν
= − exp

(
i

ε

∫ ν

0
dσHd

)
S−1dS

dν
exp

(
− i
ε

∫ ν

0
dσHd

)
φ(n).

Полученное уравнение вместе с начальным условием перепишем в виде ин-
тегрального уравнения

φ(n)(ν, ε) = bn(0)−
∫ ν

0
dσ exp

(
i

ε

∫ σ

0
dλHd

)
S−1dS

dσ
exp

(
− i
ε

∫ σ

0
dλHd

)
φ(n).

(15)
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При ε → 0 подынтегральное выражение содержит быстро осциллирующий
множитель и его легко оценить. Рассмотрим модуль компоненты решения
ψ′j(n), которая соответствует собственному состоянию гамильтонианаH с энер-
гией Ej , где Ej 6= En:∣∣∣ψ′j(n)

∣∣∣ =
∣∣∣φj(n)

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

∫ ν

0
dσ exp

(
i

ε

∫ σ

0
dλ(Ej − Ek)

)(
S−1dS

dν

)j
k

φk(n)

∣∣∣∣∣ . (16)

В сумме справа слагаемые с Ek = Ej вклада не дают в силу равенства (10).
При Ek 6= Ej каждое слагаемое проинтегрируем по частям:

ε

i(Ej − Ek)
exp

(
i

ε

∫ σ

0
dλ(Ej − Ek)

)(
S−1dS

dν

)j
k

φk(n)

∣∣∣∣∣
ν

0

−

− ε

i

∫ ν

0
dσ exp

(
i

ε

∫ σ

0
dλ(Ej − Ek)

)
1

Ej − Ek
d

dσ

[(
S−1dS

dν

)j
k

φk(n)

]
. (17)

По предположению, подынтегральное выражение во втором слагаемом явля-
ется дифференцируемой функцией, и его снова можно проинтегрировать по
частям. В результате получим, что оно имеет порядок ε2 и им можно пре-
небречь. Модуль первого слагаемого, очевидно, ограничен. Таким образом,
получаем оценку∣∣∣ψ′j(n)(ν, ε)

∣∣∣ =
O(ε)

min
∣∣Ej(σ)− Ek(σ)

∣∣ , ∀j /∈ Υn, (18)

где минимум берётся по всем k, для которых Ek 6= Ej , и всем σ ∈ [0, ν].
Теперь снова вернёмся к выражению (17). Из оценки (18) вытекает, что

|φk(n)| для всех k при Ek 6= En имеет порядок не ниже ε. Поэтому в сумме
(16) все слагаемые с индексом k /∈ Υn дают вклад не ниже ε2 и ими можно
пренебречь. Поэтому оценку (18) можно улучшить:∣∣∣ψ′j(n)(ν, ε)

∣∣∣ =
O(ε)

min
∣∣Ej(σ)− En(σ)

∣∣ , ∀j /∈ Υn,

где минимум берётся только по σ ∈ [0, ν].
Норма произвольного решения сохраняется во времени и равна единице.

Следовательно,

1−
∑
j∈Υn

|ψ′j(n)(ν, ε)|
2 =

∑
j /∈Υn

|ψ′j(n)(ν, ε)|
2.

Поскольку число уровней конечно, отсюда вытекает оценка (12). �
В теореме функция 4En(ν) для каждого ν равна константе и её можно

включить в O(ε2). Тем не менее мы выделили множитель 4En с тем, чтобы
показать, что предположение о том, что уровни энергии не пересекаются, яв-
ляется существенным. При пересечении уровней энергии знаменатель в (12)
обращается в нуль и доказательство не проходит.
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Адиабатическая теорема утверждает, что если в начальный момент вре-
мени система находилась в собственном состоянии гамильтониана, соответ-
ствующем уровню энергии En(0), и этот уровень невырожден, то в адиабати-
ческом пределе она будет оставаться в собственном состоянии En(ν) с точно-
стью порядка ε2 при конечных значениях параметра ν. Если уровень энергии
En вырожден, то система будет находиться в одном из собственных состоя-
ний Ej , где j ∈ Υn, с той же точностью. В процессе эволюции система может
оказаться в любом из вырожденных состояний Ej , j ∈ Υn, с вероятностью
порядка единицы [12]. Эти утверждения, естественно, не зависят от выбора
базиса, который использовался при доказательстве адиабатической теоремы.

В статье [12] рассмотрен пример двухуровневой квантово-механической
системы, который решается в явном виде. Он показывает, что оценка (12),
данная в адиабатической теореме, является неулучшаемой.

Сравним приведённое выше доказательство адиабатической теоремы с пер-
воначальным. В своей оригинальной работе [1] Борн и Фок рассмотрели слу-
чай, когда спектр гамильтониана дискретен, но может быть неограничен.
Неявно ими было сделано предположение о невырожденности спектра почти
для всех моментов времени. Кроме того, допускалась возможность опреде-
ленного пересечения уровней энергии с течением времени. Мы рассмотрели
более простой конечномерный случай, когда уровни энергии не пересекаются.
Это позволило упростить доказательство и выявить наиболее существенные
моменты. Оценка (12) согласуется с оценкой, приведённой в [1]. Наше доказа-
тельство использует базис, в котором исходный гамильтониан диагонален, и
это помогло сделать доказательство более прозрачным. Оценка решения ин-
тегрального уравнения (15) проведена Борном и Фоком другим способом—
путём разложения в ряд. Кроме этого в приведённом нами доказательстве
допускается наличие вырожденных уровней энергии для всех моментов вре-
мени.

Аналогичное доказательство адиабатической теоремы в конечномерном
случае дано в [5] для линейных гамильтоновых систем. Известно, что линей-
ные гамильтоновы системы описываются уравнением Шрёдингера с гамиль-
тонианом специального вида. Идея доказательства сводится к приведению га-
мильтониана к такому виду, в котором явно выделена зависимость от малого
параметра аналогично виду (13). Доказательство, приведённое в настоящей
статье, применимо к квантовым системам общего вида, а не только к линей-
ным гамильтоновым системам. Кроме того, для преобразования гамильтони-
ана использовано не симплектическое преобразование, как в [5], а унитарное
преобразование, что, на наш взгляд, упрощает доказательство.

Доказательство адиабатической теоремы для конечномерных гамильто-
новых систем общего вида, включая нелинейные, приведено в [7]. Доказа-
тельство использует каноническое преобразование к переменным «действие –
угол». Конечно, оно применимо и для линейных систем. Как было отмече-
но выше, линейные гамильтоновы системы эквивалентны некоторому классу
уравнений Шрёдингера, однако они не охватывают все квантовые нереляти-
вистские системы. В этом смысле доказательство, приведенное в настоящей
статье, является более общим. Оно охватывает все конечномерные квантово-
механические системы, и тем самым— все линейные гамильтоновы системы.

В статье [6] приведено доказательство адиабатической теоремы для ко-
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нечномерной квантово-механической системы в случае малых параметров ν.
Доказательство проведено путём разложения решений как по параметру ε,
так и по ν с учётом только линейных членов. Это соответствует тому, что
правая часть оценки (12) стремится к нулю при ε→ 0 и ν → 0. В настоящей
статье доказательство оценки (12) проведено для малых ε, причём оценка
равномерна по ν на произвольном конечном отрезке [0, ν0]. При этом разло-
жение в ряды не используется.
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