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С помощью метода И.М. Гельфанда и Х. Баррос—Нето, применённого ими
к исследованию уравнения Трикоми, в пространстве распределений построе-
ны фундаментальные решения для уравнения Геллерстедта, а также для его
обобщения. Рассмотрена вырождающаяся система дифференциальных уравне-
ний в частных производных смешанного типа, найдены её специальные решения
в областях, ограниченных характеристиками уравнений (в гиперболической по-
луплоскости). В построении использованы элементы теории матриц, теории
обобщённых функций и некоторые специальные функции (гипергеометрический
ряд).

Ключевые слова: фундаментальное решение, обобщённые функции, функции от
матриц.

Фундаментальные решения дифференциальных операторов — важный ин-
струмент решения различных задач для уравнений в частных производных.

Пусть задан некоторый дифференциальный оператор L. Фундаменталь-
ное решение E оператора L— обобщённая функция, удовлетворяющая урав-
нению с δ-функцией в правой части: LE = δ. Известно, что частное решение
соответствующего неоднородного уравнения Lu = f можно построить в виде
свёртки фундаментального решения оператора L с правой частью уравнения
u = E ∗ f [1].

В работах [2–4] И.М. Гельфанд и Х. Баррос—Нето построили фундамен-
тальные решения дифференциального оператора Трикоми относительно точ-
ки (x0, y0), лежащей в полуплоскости y0 < 0, на основе специального решения
уравнения Трикоми yuxx + uyy = 0 вида
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а F (16 ,
1
6 ,1; ζ) — гипергеометрическая функция [5].

Характеристики уравнения Трикоми, проходящие через точку (x0, y0),
делят плоскость на области DI и D∗I (DI лежит ниже обеих характеристик,
а D∗I —дополнение DI до R2), в которых EI(x, y;x0, y0) = γE(x, y;x0, y0) и
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E∗I (x, y;x0, y0) = −γE(x, y;x0, y0) —фундаментальные решения соответствен-
но в DI и D∗I ; γ=2−1/3.

Результаты работ [2–4] можно обобщить на случай уравнения Геллерстед-
та [6]:

ymuxx + uyy = 0,

где m—положительное нечетное число, а также уравнения с вещественным
параметром α > 0:

sign(y)|y|αuxx + uyy = 0.

Представляет интерес следующая модификация уравнения:

sign(y)|y|Auxx + uyy = 0,

где A—постоянная квадратная матрица размерности (n × n), u = u(x, y) —
n-мерный вектор-столбец. Назовём это уравнение матричным уравнением
Геллерстедта.

Рассмотрим дифференциальный оператор Lα : C2(X) → C(X), X ⊂ R2,
действующий по правилу

Lα = sign(y)|y|α ∂
2

∂x2
+

∂2

∂y2
,

и его матричный аналог LA : M2(X) → M(X), X ⊂ R2 (под пространством
Mp(X) понимаем пространство (n×n)-матриц с элементами из Cp(X)), дей-
ствующий как

LA = sign(y)|y|A ∂2

∂x2
+ I

∂2

∂y2
.

Здесь I — единичная матрица (n× n).
Попытаемся получить частное решение неоднородного матричного урав-

нения Геллерстедта LAu = f аналогично скалярному случаю. Для этого по-
строим его специальные частные решения.

Определение. Специальным решением матричного уравнения Геллерстед-
та назовём матрицу-функцию E, удовлетворяющую уравнению

LAE(x, y; x0, y0) = Iδ(x− x0; y − y0).

Тогда для E получаем следующее уравнение:

sign(y)|y|AExx + Eyy = Iδ(x− x0; y − y0).

Упростим полученное выражение. Пусть J —нормальная Жорданова форма
матрицы A, к которой приводит невырожденное преобразование T , то есть
A = TJT−1 [7]. Поэтому

sign(y)T |y|JT−1Exx + Eyy = Iδ(x− x0; y − y0),

что после умножения слева на T−1 и замены T−1E = W даёт

sign(y)|y|JWxx +Wyy = Iδ(x− x0; y − y0).
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Для определённости будем рассматривать u = (u1(x, y), u2(x, y))> и мат-
рицу (2 × 2) A = (aij) с различными положительными собственными зна-
чениями λ1, λ2. Тогда Жорданова форма J имеет вид J = diag(λ1, λ2), а
|y|J = diag(|y|λ1 , |y|λ2). Распишем матричное равенство покомпонентно(

|y|λ1 0
0 |y|λ2

)(
W11xx W12xx

W21xx W22xx

)
+

(
W11yy W12yy

W21yy W22yy

)
=

(
s11 s12
s21 s22

)
δ,

где T−1 = S = (sij), из которого получаем четыре уравнения:

sign(y)|y|λiWijxx +Wijyy = sijδ, i = 1, 2, j = 1, 2.

Применим замены вида Wij = Vijsij , которые сведут их к обычным урав-
нениям для нахождения фундаментальных решений с δ-функцией в правой
части (или нулём, если какая-то из компонент sij равна нулю; тогда в нуль
обратится и соответствующая компонента решения Wij):

sign(y)|y|λiVijxx + Vijyy = δ, i = 1, 2, j = 1, 2.

Решения таких уравнений—фундаментальные решения оператора Lλi отно-
сительно точки (x0, y0), y0 < 0. Они аналогичны решениям И.М. Гельфанда
и Х. Баррос—Нето и выражаются через функцию

E(x, y; x0, y0; λi) =
[
4(−y0)λi+2 + 4(−y)λi+2−

− (λi + 2)2(x− x0)2 + 8(−y0)
λi
2
+1(−y)

λi
2
+1
]−βλi
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где
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,
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(λi + 2)2(x− x0)2 − 4(−y)λi+2 − 4(−y0)λi+2 + 8(−y0)

λi
2
+1(−y)
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λi
2
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2
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F (βλi , βλi , 1; ζλi) — гипергеометрическая функция. Если обозначить черезDIλi
иD∗Iλi области, на которые плоскость делят характеристики уравнения Lλiu=0,
и обозначить

γ(λi) = 2
λi−2

λi+2 , (1)

то

Vij = Vij(x, y;x0, y0;λi) =

{
γ(λi)E(x, y;x0, y0;λi), (x, y) ∈ DIλi ;

−γ(λi)E(x, y;x0, y0;λi), (x, y) ∈ D∗Iλi .

Учитывая, что Wij = Vijsij , и записывая W в виде матрицы, получим (опус-
кая аргументы (x, y; x0, y0))

W =

(
V11(λ1)s11 V12(λ1)s12
V21(λ2)s21 V22(λ2)s22

)(
±γ(λ1)E(λ1)s11 ±γ(λ1)E(λ1)s12
±γ(λ2)E(λ2)s21 ±γ(λ2)E(λ2)s22

)
=
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= ΞJ

(
γ(λ1) 0

0 γ(λ2)

)(
E(λ1) 0

0 E(λ2)

)
S,

где множитель ΞJ отвечает за знак выражения в нужной области. Теперь
перепишем (1) с использованием функций от матриц:

γ(J) =

(
γ(λ1) 0

0 γ(λ2)

)
=

2
λ1−2
λ1+2 0

0 2
λ2−2
λ2+2
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,

где K = J + 2I. Тогда
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где
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(0, b)

III

III

x

yF (A,B,C; z) — обобщение гипергеометрической
функции на случай матричных параметров,
а степенная функция выражена через экспонен-
ту и логарифм, обобщения которых на матрич-
ный случай описаны, например, в [7]. За знак в
областях I, II, III (см. рисунок) отвечает матри-
ца Ξ:

ΞJ =



(
1 0
0 1

)
, (x, y) ∈ DIλ1 , (I);(

−1 0
0 1

)
, (x, y) ∈ DIλ2 \DIλ1 , (II);(

−1 0
0 −1

)
, (x, y) ∈ R2 \DIλ2 , (III).

Теперь нужно вернуться к решению E:

E = TW = TΞJγ(J)E(J)T−1 = TΞJT
−1Tγ(J)T−1TE(J)T−1 = ΞAγ(A)E(A).

Итак, на основе фундаментальных решений, полученных И.М. Гельфандом
и Х. Баррос—Нето в [2–4], построено специальное частное решение матрич-
ного уравнения Геллерстедта.
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