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Обсуждается класс метрик на многомерных p-адических пространствах. Для
рассматриваемых метрик набор шаров отличается от набора шаров для стан-
дартной метрики, более того, можно рассматривать разные наборы шаров, за-
висящие от положения и масштаба. В качестве примера приложения вводимых
метрических пространств рассматривается параметризация генетического ко-
да. Показывается, что вырождение генетического кода описывается метриче-
ским пространством из рассмотренного класса, то есть отображение генети-
ческого кода постоянно на шарах относительно метрики из введённого класса.
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1. Конструкция метрики. Стандартная многомерная ультраметрика на Qd
p

имеет вид

d(x, y) = max
i=1,...,d

(|xi−yi|p), x, y ∈ Qd
p, x = (x1, . . . , xd), y = (y1, . . . , yd). (1)

В работе [1] изучалась деформированная многомерная метрика наQd
p вида

dq1,...,qd(x, y) = max
i=1,...,d

(qi|xi − yi|p), p−1 < qi 6 1

и строились системы всплесков, отвечающие такой метрике (а также некото-
рым обобщениям такой метрики, получаемым изометрическими линейными
преобразованиями в Qd

p). Стандартная метрика имеет вид d = d1,...,1, qi — веса
деформации.

В настоящей работе обобщается класс метрик введением зависимости ве-
сов qi от положения и масштаба. А именно, рассматривается дерево шаров
T (Qd

p, d). Вершины этого дерева являются шарами в Qd
p относительно стан-

дартной метрики d, вершины соединяются рёбрами, если для соответствую-
щих шаров один из шаров является максимальным подшаром во втором ша-
ре. На дереве T (Qd

p, d) есть естественный частичный порядок, отвечающий
вложению шаров.

Рассмотрим теперь набор весов {qi}, i = 1, 2, . . . , d, qi = qi(I), p−1 < qi 6 1,
являющийся вектор-функцией на дереве T (Qd

p, d) (дереве шаров относитель-
но стандартной метрики).

Введём метрику s на Qd
p, имеющую вид

s(x, y) = max
i=1,...,d

(qi(sup(x, y))|xi − yi|p), p−1 < qi(J) 6 1, J ∈ T (Qd
p, d). (2)
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Здесь sup(x, y) есть наименьший шар (относительно стандартной метрики d),
содержащий точки x и y.

Рассмотрим также более сложный пример метрики, получаемый из (2)
применением зависящей от шара изометрии. А именно, рассмотрим для ша-
ров Qd

p относительно стандартной метрики (1) набор mod p-аффинных изо-
метрий {U} (см. [2]), то есть взаимно однозначных отображений шара в
этот же шар, являющихся изометриями относительно (1) и удовлетворяю-
щих условию mod p-аффинности (индуцированная рассматриваемой изомет-
рией перестановка на множестве максимальных подшаров является аффин-
ным отображением).

Введём метрику вида

q(x, y) = s(Ux,Uy), U = U(sup(x, y)).

Таким образом,

q(x, y) = max
i=1,...,d

(
qi(sup(x, y))|U(sup(x, y))(xi − yi)|p

)
.

Здесь qi удовлетворяют неравенствам, приведённым в (2), U есть описан-
ный выше набор mod p-аффинных изометрий. Для определения метрики q
фактически достаточно знать об изометриях U только соответствующие пе-
рестановки на множестве максимальных подшаров в sup(x, y).

Введённые выше метрики можно рассматривать как ультраметрический
аналог римановой метрики в Rd. Для введения римановой метрики необхо-
димо ввести метрику (квадратичную форму) в касательном пространстве
к каждой точке в Rd. В ультраметрическом случае строится метрика вве-
дением метрики в наборах максимальных подшаров для каждого шара отно-
сительно стандартной метрики.

2. 2-Адическая параметризация генетического кода. Генетический код (спо-
соб кодирования белков на нуклеиновых кислотах), см. для обзора подхо-
дов к описанию генетического кода [3], имеет триплетную структуру: каж-
дая аминокислота кодируется тройкой расположенных рядом нуклеотидов
C1C2C3 (кодоном).

Обсудим подход работы [4] по 2-адической параметризации генетическо-
го кода. 2-Мерная 2-адическая параметризация множества кодонов вводится
нижеследующим образом. Такой подход также использовался в работах [5, 6].
Другая p-адическая параметризация генетического кода была введена в [7].
Применение p-адических динамических систем к описанию генетического ко-
да обсуждалось в [8].

1. Множество нуклеотидов параметризуется парами 0,1 следующим обра-
зом (такая параметризация отражает химическую природу нуклеоти-
дов):

A G
U C

=
00 01
10 11

. (A)

2. Рассмотрим следующий порядок нуклеотидов в кодоне:

2 > 1 > 3. (B)

114



Многомерная p-адическая метрика и генетический код

3. Построим 2-адическую плоскость — квадрат 8×8 с координатами (x, y):

x = (x0x1x2) = x0 + 2x1 + 4x2, xi = 0, 1;

y = (y0y1y2) = y0 + 2y1 + 4y2, yi = 0, 1.

Такая 2-адическая плоскость может рассматриваться как группа Z/8Z×
× Z/8Z (со сложением по модулю 8) с 2-мерной 2-адической метрикой

d(C1C2C3, C
′
1C
′
2C
′
3) = max(|x− x′|2, |y − y′|2), (3)

(x, y) = ρ(C1C2C3), (x′, y′) = ρ(C ′1C
′
2C
′
3).

Расстояние принимает значения 1, 1/2, 1/4.
Рассмотрим отображение ρ, переводящее кодон в точку 2-адической плос-

кости
ρ : C1C2C3 7→ (x, y) = (x0x1x2, y0y1y2)

по следующим правилам: C2 определяет пару (x0, y0), C1 определяет пару
(x1, y1), C3 определяет пару (x2, y2).

Нуклеотид определяет пару цифр по правилу (A), масштаб (2-адическая
норма) пары задаётся правилом (B).

Рассмотрим 2-мерный вариант отображения Монна (p-адической замены
переменной) следующего вида. Занумеруем строки и столбцы 2-адической
плоскости по следующему правилу:

η : Z/8Z→ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, η : x 7→ x̃, y 7→ ỹ;

η : x0 + 2x1 + 4x2 7→ 1 + 4x0 + 2x1 + x2;

η : y0 + 2y1 + 4y2 7→ 1 + 4y0 + 2y1 + y2.

Эквивалентно такое отображение может быть введено следующим образом:

η : 0, 4, 2, 6, 1, 5, 3, 7 7→ 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8.

Отметим, что метрика на множестве кодонов была введена с использова-
ние отображения ρ, но без использования отображения η. Получаем 2-ади-
ческую плоскость кодонов вида

AAA AAG GAA GAG AGA AGG GGA GGG
AAU AAC GAU GAC AGU AGC GGU GGC
UAA UAG CAA CAG UGA UGG CGA CGG
UAU UAC CAU CAC UGU UGC CGU CGC
AUA AUG GUA GUG ACA ACG GCA GCG
AUU AUC GUU GUC ACU ACC GCU GCC
UUA UUG CUA CUG UCA UCG CCA CCG
UUU UUC CUU CUC UCU UCC CCU CCC

.
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Применяя к 2-адической плоскости кодонов митохондриальный генетиче-
ский код, получим таблицу аминокислот на 2-адической плоскости следую-
щего вида:

Lys
Asn

Glu
Asp

Ter
Ser

Gly

Ter
Tyr

Gln
His

Trp
Cys

Arg

Met
Ile

Val Thr Ala

Leu
Phe

Leu Ser Pro

.

Таким образом, вырождение генетического кода описывается локальным
постоянством отображения 2-адического аргумента на малых расстояниях.
В частности, в вышеприведенной таблице прообраз Lys есть половина шара
диаметра 1/4 относительно стандартной 2-мерной метрики (3), прообраз Pro
есть целый такой шар. В следующем пункте обсуждается вопрос о том, как
выбирать метрику, чтобы вырождение описывалось шарами (а не половин-
ками шаров).

3. Метрическое пространство генетического кода. На пространстве кодо-
нов (2-адической плоскости) можно рассмотреть двумерную 2-адическую де-
формированную метрику вида

d1,q(x, y) = max(|x1 − y1|2, q|x2 − y2|2), 1/2 < q < 1.

Напомним, что на таблице кодонов оси координат направлены следующим
образом: x1 — сверху вниз, x2 — слева направо.

Теперь прообраз Lys есть шар диаметром q/4, прообраз Pro есть шар диа-
метром 1/4. Относительно метрики d1,q области вырождения кода являются
шарами. Тем не менее хотелось бы иметь возможность более эффективно
подгонять параметры метрики под свойства кода.

Для этого рассмотрим следующую метрику из семейства (2) на Z/8Z×2,
отвечающую параметрам на шарах относительно стандартной метрики d1,1:

(1,1),
(q,1) (q,1)
(q,1) (q,1)

,

(1, q) (1, q) (1, q) (1,1)
(1, q) (1, q) (1, q) (1,1)
(1, q) (1,1) (1,1) (1,1)
(1, q) (1,1) (1,1) (1,1)

, 1/2 < q < 1.

Здесь показаны параметры метрики s на шарах относительно d1,1 диаметра
1, 1/2, 1/4 соответственно. Параметры на шарах диаметра 1/4 отвечают за
вырождение (описывают области вырождения генетического кода). Парамет-
ры на шарах диаметра 1/2 отвечают за характер вырождения (в частности,
в двух подшарах диаметра q/2 в правом верхнем шаре диаметра 1/2 вырож-
дение генетического кода носит разный характер, на 2 и 4 кодона соответ-
ственно).
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82, Kalmar, Växjö, SE-391, Sweden.
E-mails: kozyrev@mi.ras.ru, andrei.khrennikov@lnu.se

We discuss the family of metrics in multimensional p-adic spaces. For a metric under
consideration the set of balls differs from the set of balls for the standard multidimen-
sional metric. Moreover, we it is possible to consider the metrics for which the form
of the sets of balls depends on the scale and position. As the example of the introduced
metric spaces we study the 2-adic parametrization of the genetic code. We show that
the degeneracy of the genetic code is described by the metric space from the considered
family, i.e. the map of the genetic code is constant for the balls with respect to the
metric from the introduced class.
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