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Рассматривается вопрос о соответствии классической траектории ангармо-
нического осциллятора и усредненной траектории в рамках функционального
подхода. Оценивается величина характерного времени расхождения траекто-
рий в зависимости от дисперсии начальных значений.
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Основополагающим принципом в подходе Ньютона является редукцио-
низм: чтобы понять любое сложное явление, необходимо разложить его на
элементарные составляющие. Единственные характеристики, которые раз-
личают частицы друг от друга, — их координата в пространстве и скорость.
Если известны начальные координаты и скорости частиц, составляющих си-
стему, и все силы, действующие на эти частицы, тогда можно с наперед за-
данной точностью указать эволюцию системы. Эволюция системы при таком
методе описания является обратимой по времени.

Однако ньютоновское описание мира не вполне удовлетворительно, по
крайней мере, по двум причинам. Во-первых, в определении начального по-
ложения и начальной скорости присутствует неопределенность. Во-вторых,
в рамках ньютоновского подхода нельзя разрешить проблему обратимости по
времени (см. [1, 2]); обсуждение проблемы необратимости можно найти, на-
пример, в [3]. В работах И.В. Воловича [1, 2] был представлен новый подход
к классической механике, в рамках которого основным понятием является не
траектория, а функция распределения вероятности. В рамках рассматрива-
емого подхода (см. также [4–7]) изучаются средние траектории и поправки
к решениям уравнений Ньютона.

В настоящей работе рассматривается соответствие между траекториями
ангармонического осциллятора, полученными в рамках подхода Ньютона,
и траекторией, усредненной согласно функционально-механическому подхо-
ду, с целью оценки зависимости характерного времени расхождения этих тра-
екторий от величины дисперсии распределения координаты и импульса. Дан-
ное исследование вдохновлено работой Инуэ (Inoue), Ойяа (Ohya) и И.В. Во-
ловича [8], в которой рассматривается соответствие классической и кванто-
вой траекторий динамической системы, описываемой преобразованием пека-
ря (о преобразовании пекаря см., например, [9, 10]).

Фундаментальным уравнением описания динамики на микроскопическом
уровне предложенного функционально-механического подхода является урав-
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нение Лиувилля для функции распределения вероятности. Широко известно,
что уравнение Лиувилля применяется в статистической механике для описа-
ния движения газа, однако отметим, что в данном подходе это уравнение
будет использовано для описания одной частицы в пространстве.

Уравнение Лиувилля на многообразии Γ, на котором введены координаты
x = (x1, x2, . . . , xk) и векторное поле v = v(x) = (v1, v2, . . . , vk), имеет вид

∂ρ

∂t
+

k∑
i=1

∂

∂xi
(ρvi) = 0, (1)

где ρ = ρ(x, t) —функция плотности вероятности. Решение задачи Коши для
уравнения (1) с начальными данными ρ|t=0 = ρ0(x) может быть записано в
виде ρ(x, t) = ρ0(ϕ−t(x)). Здесь ϕt(x) —фазовый поток вдоль решения харак-
теристического уравнения ẋ = v(x).

Пусть (q, p) — точка в R2 (фазовое пространство), t ∈ R— время. Состоя-
ние классической частицы в момент времени t описывается функцией плот-
ности вероятности ρ = ρ(q, p, t) (здесь δ-функция недопустима в качестве
функции распределения).

Предполагается, что ρ = ρ(q, p, t) > 0 —непрерывно дифференцируемая и
интегрируемая функция, t ∈ R и∫

R2

ρ(q, p, t) dqdp = 1.

Пусть f = f(q, p) —функция на фазовом пространстве. Определим сред-
нее значение функции f в момент времени t через интеграл:

〈f〉(t) =

∫
R2

f(q, p)ρ(q, p, t) dqdp.

Движение точечной массы вдоль линии в потенциальном поле описывается
уравнением

∂ρ

∂t
= − p

m

∂ρ

∂q
+
∂V (q)

∂q

∂ρ

∂p
. (2)

Здесь V (q) —потенциальное поле, а m > 0 —масса.
Рассмотрим задачу Коши для уравнения (2) с начальным условием ρ|t=0 =

= ρ0(q, p). Средние траектории определяются следующим образом:

〈q〉(t) =

∫
R2

qρ(q, p, t) dqdp =

∫
R2

q(t)ρ0(q, p) dqdp, (3)

где q(t) —классическая траектория точечного тела, отвечающая уравнению
Ньютона.

Ангармонический осциллятор. Предлагается рассмотреть точечную мас-
су, двигающуюся в поле, описываемом потенциалом

V (q) =
1

2
ω2
0q

2 +
1

4
εq4,
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где ω0 > 0, ε > 0 —малый параметр. Координата q(t) меняется во времени
согласно уравнению Ньютона:

q̈ + ω2
0q = −εq3 (4)

с начальными условиями

q
∣∣
t=0

= b0, q̇
∣∣
t=0

= 0. (5)

Точное решение задачи Коши для уравнения (4) хорошо известно, но для
простоты используется приближенное решение, полученное с помощью мето-
да Крылова—Боголюбова (см., например, [11]):

qKB(t, b0) = a cos(tω) + ε
a3

32ω2
0

cos(3tω) +O(ε2),

где a—постоянная интегрирования, а частота ω = ω(a) задаётся следующим
соотношением:

ω = ω(a) = ω0

(
1 +

3

8
a2ε+O(ε2)

)
.

Согласно начальному условию (5)

a+ ε
a3

32ω2
0

= b0. (6)

Тогда для средней траектории имеем

〈q〉(t, σ) =

∫
R
qKB(t, b)ρ0(b) db, (7)

где

ρ0(b) =
1√
σπ

exp
(
−(b− b0)2

σ

)
—функция распределения, а σ/2 > 0 —дисперсия параметра b.

Так как 〈q〉(0, σ) = qKB(t, b0) = b0, то при малых t разница между функци-
ями 〈q〉(0, σ) и qKB(t, b0) мала. Необходимо определить время tC такое, что-
бы модуль разности между двумя рассматриваемыми функциями был равен
некоторому пороговому значению, и зависимость tC = tC(σ). Эти вопросы
уже рассматривались в [8] для квантовых систем.

Сравнение траекторий. В работе [2] доказано, что в любой момент време-
ни t верно

lim
σ→0
〈q〉(t, σ) = qKB(t, b0),

вследствие чего следует ожидать роста tC(σ) при σ → 0.
Пусть ω0 = 1. Действительные корни (6) даются выражением [12]:

a = a(b) = 8

√
2

3ε
sh

(
1

3
arcsh

(3

8

√
3ε

2
b
))

.
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После замены переменной в (7) получим

〈q〉(t, σ) =
1√
π

∫
R

(
a(z
√
σ + b0) cos

(
tω(z
√
σ + b0)

)
+

+
ε
(
a(z
√
σ + b0)

)3
32

cos
(
3tω(z

√
σ + b0)

))
e−z

2
dz. (8)

С помощью метода перевала можно получить грубую оценку асимптотиче-
ской зависимости характерного времени tC от σ при σ → 0: tC = O(1/

√
σ)

при σ → 0.
Численный подход. Рассмотрим функцию ∆(t) = |〈q〉(t, σ) − qKB(t, b0)|.

Тогда tC = tC(σ, C) есть такой момент времени, что |∆(tC)| = C.
Пусть C = εqKB(0, b0), тогда характерное время отвечает следующему

уравнению:
|∆(tC)| = εqKB(0, b0), (9)

где ε = 0,1, b0 = 0,5, qKB(0, b0) = b0.
Величины tC , отвечающие уравнению (9) при фиксированном σ, отобра-

жены в нижеследующей таблице и на рисунке.
σ 0,01 0,02 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09

tC(σ) 230,752 149,85 81,3265 68,9434 54,2274 50,4592 50,2557
σ 0,1 0,11 0,12 0,13 0,14 0,15

tC(σ) 50,1196 50,0159 49,9318 49,861 49,7999 49,746
При помощи методов регрессионного анализа определена зависимость

tC(σ) (см. рисунок): tC = 25,2086/
√
σ − 27,6926, что соответствует оценке

асимптотической зависимости, полученной выше: tC = O(1/
√
σ), при σ → 0.

Установленная зависимость tC = tC(σ)

Результаты. В работе с помощью функционального подхода найдена усред-
ненная траектория ангармонического осциллятора. Также проведено сравне-
ние полученной траектории с классической, рассчитанной с помощью методов
теории возмущений. В ходе сравнения найдена зависимость времени, за ко-
торое модуль разности двух траекторий впервые станет равным некоторому
пороговому значению как функции удвоенной величины дисперсии началь-
ного значения координаты.
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