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Доказана однозначная разрешимость задачи со смещением для системы диффе-
ренциальных уравнений первого порядка типа Лыкова. Доказательство проведе-
но для различных значений параметров обобщённых операторов дробного инте-
гро-дифференцирования, входящих в краевое условие.
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Введение. Одномерный поток влаги u = u(ξ, t) в коллоидном капиллярно-
пористом теле поликапиллярной структуры связан с влажностью w = w(ξ, t)
в точке ξ в момент времени t обобщённым законом переноса влаги [1]

u = −Dρ∂w
∂ξ
− D

a2
0

ξ2∂u

∂t
,

где D—коэффициент диффузии, ρ—плотность, a0 —коэффициент пропор-
циональности, зависящий от пористости тела, его капиллярных свойств и
вязкости жидкости.

Если u и w связаны законом сохранения массы

ρ
∂w

∂t
+
∂u

∂ξ
= 0,

то получим следующую систему дифференциальных уравнений:

u = −Dρ∂w
∂ξ
− D

a2
0

ξ2∂u

∂t
, ρ

∂w

∂t
+
∂u

∂ξ
= 0. (1)

Произведя замену ρw = v, x = t/a0, y = ξ/a0, а затем обозначив a = −a0/D
(a— безразмерная величина), системе (1) придадим следующий вид:

y2ux + vy − au = 0, vx + uy = 0. (2)

Дифференцируя первое уравнение системы (2) по x, а второе по y и ис-
ключив vxy, получим уравнение А.В. Лыкова для определения u(x, y):

y2uxx − uyy − aux = 0. (3)
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Отметим, что уравнение (3) было приведено А.В. Бицадзе [2] как пример
уравнения, для которого при |a| 6 1 корректна по Адамару задача Коши с
начальными данными на любом участке x0 < x < x1 линии y = 0 параболи-
ческого вырождения, хотя нарушено известное условие Геллерстедта [3]:

lim
y→0

y1−m
2 a(x, y) = 0,

а А.М. Нахушевым [4] — как пример уравнения, для которого при |a| = 1
задача Дарбу поставлена некорректно и характеристики не являются равно-
правными носителями граничных данных.

Данная работа посвящена исследованию однозначной разрешимости нело-
кальной краевой задачи для системы дифференциальных уравнений Лыкова
первого порядка.

1. Постановка задачи. Рассмотрим систему (2) в области D, ограниченной
характеристиками AC : x−y2/2 = 0, BC : x+y2/2 = 1 и отрезком J : 0 6 x 6 1
прямой y = 0.

Задача. Найти решения u(x, y), v(x, y) системы (2) из класса C(D) ∩
C1(D∪J), имеющие непрерывные вторые производные в области D, причём
ux(x, 0), uy(x, 0) могут иметь интегрируемые особенности при стремлении
x к точкам A и B, и удовлетворяющие условиям

v(x, 0) = ϕ(x), 0 6 x 6 1, (4)

A(x)
(
I
δ1,δ2,

a−3
4
−δ1

0+ u[θ0(t)]
)

(x)+

+B(x)
(
I
µ1,µ2,−a+3

4
−µ1

1− u[θ1(t)]
)

(x) = C(x), 0 < x < 1, (5)

где |a| < 1; ϕ(x), A(x), B(x), C(x) —известные функции такие, что

ϕ(x) ∈ C2(J) ∩ C3(J), ϕ′(0) = ϕ′(1) = 0, (6)

A(x), B(x), C(x) ∈ C1(J) ∩ C3(J), A2(x) + B2(x) 6= 0 для ∀(x) ∈ [0,1]; δ1, δ2,
µ1, µ2 — действительные постоянные, на которые ниже будут наложены
определенные условия.

Здесь θ0(x) и θ1(x) — точки пересечения характеристик системы (2), вы-
ходящих из точки (x, 0) (0 < x < 1), с характеристиками AC и BC соответ-
ственно; (Iα, β, η0+ f)(x) и (Iα, β, η1− f)(x) — обобщённые интегралы и производные
с гипергеометрической функцией Гаусса F (a, b; c; z), введённые в [5] (см. так-
же [6, c. 326, 327]) и имеющие при действительных α, β, η и x > 0 следующий
вид:

(Iα,β,η0+ f)(x) =
x−α−β

Γ(α)

∫ x

0
(x− t)α−1F

(
α+ β,−η;α; 1− t

x

)
f(t)dt, (7)

где 0 < x < 1, α > 0;

(Iα,β,η0+ f)(x) =
( d
dx

)n
(Iα+n,β−n,η−n

0+ f)(x), (8)

141



Репин О.А., К умык о в а С.К.

где 0 < x < 1, α < 0, n = [−α] + 1;

(Iα,β,η1− f)(x) =
(1− x)−α−β

Γ(α)

∫ 1

x
(t− x)α−1F

(
α+ β,−η;α;

t− x
1− x

)
f(t)dt, (9)

где 0 < x < 1, α > 0;

(Iα,β,η1− f)(x) =
(
− d

dx

)n
(Iα+n,β−n,η−n

1− f)(x), (10)

где 0 < x < 1, α < 0, n = [−α] + 1.
При β = −α операторы (7)–(10) сводятся к дробным интегралам и произ-

водным Римана—Лиувилля [6, c. 42, 44]:

(Iα0+f)(x) = (Iα,−α,η0+ f)(x) =
1

Γ(α)

∫ x

0
(x− t)α−1f(t)dt, (11)

где 0 < x < 1, α > 0;

(Dα
0+f)(x) = (I−α,α,η0+ f)(x) =

( d
dx

)n
(In−α0+ f)(x),

где 0 < x < 1, α > 0, n = [α] + 1;

(Iα1−f)(x) = (Iα,−α,η1− f)(x) =
1

Γ(α)

∫ 1

x
(t− x)α−1f(t)dt, (12)

где 0 < x < 1, α > 0;

(Dα
1−f)(x) = (I−α,α,η1− f)(x) =

(
− d

dx

)n
(In−α1− f)(x),

где 0 < x < 1, α > 0, n = [α] + 1.
2. Однозначная разрешимость исследуемой задачи. Дифференцируя пер-

вое уравнение системы (2) по x, а второе — по y, получим{
y2uxx + vyx − aux = 0,

vxy + uyy = 0.

Исключая vxy из системы, получим уравнение А.В. Лыкова для определения
u(x, y):

y2uxx − uyy − aux = 0. (13)

В характеристических координатах ξ = x − y2/2, η = x + y2/2 уравне-
ние (13) преобразуется в хорошо известное уравнение Эйлера—Пуассона—
Дарбу (ЭПД).

Используя общее решение уравнения ЭПД [7] и возвращаясь к прежним
координатам (x, y), выпишем общее решение уравнения (13):
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u(x, y) =

∫ 1

0
Φ
[
x+

y2

2
(1− 2t)

]
t−

a+3
4 (1− t)

a−3
4 dt−

− y
∫ 1

0
Ψ′
[
x+

y2

2
(1− 2t)

]
t−

1+a
4 (1− t)

a−1
4 dt. (14)

На основании (14) и второго уравнения системы (2) (vx = −uy) имеем

v(x, y) = y

∫ 1

0
(2t− 1)Φ

[
x+

y2

2
(1− 2t)

]
t−

a+3
4 (1− t)

a−3
4 dt+

+

∫ 1

0
Ψ
[
x+

y2

2
(1− 2t)

]
t−

1+a
4 (1− t)

a−1
4 dt−

− y2

∫ 1

0
(2t− 1)Ψ′

[
x+

y2

2
(1− 2t)

]
t−

1+a
4 (1− t)

a−1
4 dt. (15)

Здесь Φ(x) и Ψ′(x) —произвольные дважды непрерывно дифференцируемые
функции.

Полагая в (15) y = 0, найдём

v(x, 0) = Ψ(x)

∫ 1

0
t−

1+a
4 (1− t)

a−1
4 dt.

Принимая во внимание условие (4) и формулу [8, п. 1.5 (1), с. 23]∫ 1

0
tα−1(1− t)β−1dt = B(α, β), Reα > 0, Reβ > 0,

где B(α, β) — бета–функция, будем иметь

Ψ(x) =
ϕ(x)

B
(

3−a
4 , 3+a

4

) . (16)

На основании формулы (14) и определений (7), (9) вычислим u[θ0(x)]
и u[θ1(x)] [9]:

u[θ0(x)] = Γ
(1− a

4

)(
I

1−a
4
,0,a−3

4
0+ Φ(t)

)
(x)− Γ

(3− a
4

)(
I

3−a
4
,− 1

2
,a−3

4
0+ Ψ′(t)

)
(x),

u[θ1(x)] = Γ
(a+ 1

4

)(
I

a+1
4
,0,−a+3

4
1− Φ(t)

)
(x)− Γ

(a+ 3

4

)(
I

a+3
4
,− 1

2
,−a+3

4
1− Ψ′(t)

)
(x).

Подставив u[θ0(x)] и u[θ1(x)] в краевое условие (5) и воспользовавшись
формулами композиций [6, c. 327](

Iα,β,η0+ (Iγ,δ,α+η
0+ f)(t)

)
(x) =

(
Iα+γ,β+δ,η

0+ f(t)
)
(x),(

Iα,β,η1− (Iγ,δ,α+η
1− f)(t)

)
(x) =

(
Iα+γ,β+δ,η

1− f(t)
)
(x),

(17)

где γ > 0, будем иметь
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A(x)Γ
(1− a

4

)(
I
δ1+ 1−a

4
,δ2,

a−3
4
−δ1

0+ Φ(t)
)

(x)+

+B(x)Γ
(1 + a

4

)(
I
µ1+a+1

4
,µ2,−a+3

4
−µ1

1− Φ(t)
)

(x) = F (x), (18)

где

F (x) = C(x) +A(x)Γ
(3− a

4

)(
I
δ1+ 3−a

4
,δ2− 1

2
,a−3

4
−δ1

0+ Ψ′(t)
)

(x)+

+B(x)Γ
(3 + a

4

)(
I
µ1+a+3

4
,µ2− 1

2
,−a+3

4
−µ1

1− Ψ′(t)
)

(x).

Справедливы следующие утверждения.
Теорема 1. Если

δ1 = 1−a
4 , δ2 = 0, µ1 + µ2 = −a+1

4 , −5+a
4 < µ1 < −a+3

4 , B(x) 6= 0 (19)

или

δ1 = 1−a
4 , δ2 = 0, µ1 + µ2 = −a+1

4 , −1+a
4 < µ1 <

3−a
4 , A(x) 6= 0, (20)

то решение задачи (2), (4), (5) существует и единственно.

Д о к а з ат е л ь ств о. Пусть справедливы условия (19) теоремы 1. Тогда
в силу формулы (12) уравнение (18) принимает вид

Γ
(

1−a
4

)
Γ
(

1+a
4

) A(x)

B(x)
Φ(x) +

(
D
−(µ1+a+1

4
)

1− Φ(t)
)

(x) =
1

Γ
(

1+a
4

) F (x)

B(x)

или

Γ
(

1−a
4

)
Γ
(

1+a
4

) A(x)

B(x)
Φ(x)− 1

Γ
(

5+a
4 + µ1

) d
dx

∫ 1

x

Φ(t)dt

(t− x)−
1+a
4
−µ1

=
1

Γ
(

1+a
4

) F (x)

B(x)
. (21)

К уравнению (21) применим формулу обращения [6, с. 38, 39], [10, с. 47, 48]

f(x) = −sinπµ

π

d

dx

∫ 1

x

F (t)dt

(t− x)1−µ

интегрального уравнения Абеля∫ 1

x

f(t)dt

(t− x)µ
= F (x), 0 < µ < 1,

и в результате получим

Φ(x) +

∫ 1

x
K(x, t)Φ(t)dt = F1(x), (22)

где

K(x, t) =
πΓ
(
a+5

4 + µ1

)
Γ
(

1−a
4

)
sinπ

(
a+5

4 + µ1

)
Γ
(

1+a
4

) A(t)

B(t)

1

(t− x)
a+5
4

+µ1
,
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F1(x) =
πΓ
(
a+5

4 + µ1

)
sinπ

(
a+5

4 + µ1

)
Γ
(

1+a
4

) ∫ 1

x

F (t)dt

B(t)(t− x)
a+5
4

+µ1
.

Уравнение (22) есть интегральное уравнение Вольтерра второго рода со
слабой особенностью в ядре. Для исследования гладкости правой части F1(x)
уравнения (22) преобразуем интегралы, входящие в F (x).

Нетрудно видеть, что при δ1 = (1− a)/4, δ2 = 0 имеем

J1(x) =
(
I
δ1+ 3−a

4
,δ2− 1

2
,a−3

4
−δ1

0+ Ψ′(t)
)

(x) =
(
I

1−a
2
,− 1

2
,a
2
−1

0+ ψ′(t)
)

(x) =

=
x

a−1
2

Γ
(
1− a

2

) ∫ x

0
Ψ′(t)(x− t)−

a
2F
(1− a

2
,1− a

2
; 1− a

2
; 1− t

x

)
dt.

Известное свойство гипергеометрической функции F (a; b; b; z) = (1 − z)−a

[8, п. 2.8 (4), с. 109] позволяет записать J1(x) следующим образом:

J1(x) =
1

Γ
(
1− a

2

) ∫ x

0
Ψ′(t)(x− t)−

a
2 t

a−1
2 dt =

=

√
x

Γ
(
1− a

2

) ∫ 1

0
Ψ′(xz)z

a−1
2 (1− z)−

a
2 dz. (23)

Так как µ1 + (a+ 3)/4 < 0, µ1 + µ2 = −(a+ 1)/4, то

J2(x) =
(
I
µ1+a+3

4
,µ2− 1

2
,−a+3

4
−µ1

1− Ψ′(t)
)

(x) =
(
D
−(µ1+a+3

4
)

1− Ψ′(t)
)

(x) =

=
−1

Γ
(
a+7

4 + µ1

) d
dx

∫ 1

x
(t− x)

a+3
4

+µ1Ψ′(t)dt =

=
−(1− x)

a+7
4

+µ1

Γ
(
a+7

4 + µ1

) ∫ 1

0
Ψ′′
(
1− (1− x)z

)
(1− z)

a+3
4

+µ1dz. (24)

Соотношения (23), (24) и условия (6) позволяют утверждать, что F (x) ∈
C([0, 1]) ∩ C1(J). Отсюда заключаем, что F1(x) ∈ C(J) ∩ C2(J).

Таким образом, уравнение (22) есть интегральное уравнение Вольтерра
второго рода при B(x) 6= 0 со слабой особенностью в ядре и правой частью
F1(x) ∈ C(J)∩C2(J). В этом классе функций уравнение (22) имеет единствен-
ное решение Φ(x), которое может быть построено методом последовательных
приближений [10].

По найденным Φ(x) и Ψ(x) решения u(x, y), v(x, y) задачи (4), (5) для
системы (2) находятся по формулам (14), (15).

При выполнении условий (20) теоремы 1 уравнение (22) принимает вид

Φ(x) +

∫ 1

x
K1(x, t)Φ(t)dt = F2(x), (25)

где

K1(x, t) =
Γ
(

1+a
4

)
Γ
(

1−a
4

)B(x)

A(x)

1

(t− x)
3−a
4
−µ1

, F2(x) =
1

Γ
(

1−a
4

)
A(x)

F (x).
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Уравнение (25) также является интегральным уравнением Вольтерра вто-
рого рода при A(x) 6= 0 со слабой особенностью в ядре K1(x, t) и правой
частью F2(x) ∈ C(J) ∩ C1(J).

Далее аргументация доказательства теоремы 1 аналогична. �

Теорема 2. Если µ1 = −(a+ 1)/4, µ2 = 0, δ1 + δ2 = (a− 1)/4, (a− 5)/4 <
< δ1 < (a− 1)/4, A(x) 6= 0 или µ1 = −(a+ 1)/4, µ2 = 0, δ1 + δ2 = (a− 1)/4,
(a− 1)/4 < δ1 < (a+ 3)/4, B(x) 6= 0, то решение задачи (2), (4), (5) суще-
ствует и единственно.

Д о к а з ат е л ь ств о теоремы 2 аналогично доказательству теоремы 1.

Теорема 3. Если (a+ 1)/4 < δ1 < (a+ 3)/4, δ2 = −1, µ1 = δ1 − a/2,
µ2 = −

(
δ1 + (1− a)/4

)
, A(x) = A = const 6= 0, B(x) = B = const 6= 0 и

выполняются условия (6), то решение задачи (2), (4), (5) существует.
Д о к а з ат е л ь ств о. При выполнении условий теоремы 3 соотношение

(18) принимает вид

AΓ
(1− a

4

)(
I
δ1+ 1−a

4
,−1,a−3

4
−δ1

0+ Φ(t)
)

(x)+

+BΓ
(1 + a

4

)(
I
δ1+ 1−a

4
,−(δ1+ 1−a

4
),a−3

4
−δ1

1− Φ(t)
)

(x) = F3(x), (26)

где

F3(x) = C(x) +AΓ
(3− a

4

)(
I
δ1+ 3−a

4
,− 3

2
,a−3

4
−δ1

0+ Ψ′(t)
)

(x)+

+BΓ
(3 + a

4

)(
I
δ1+ 3−a

4
,a−3

4
−δ1,−δ1− 3−a

4
1− Ψ′(t)

)
(x).

Применив к обеим частям (26) оператор I−(δ1+ 1−a
4

),1,− 1
2

0+ и используя первую
формулу композиций из (17), будем иметь

AΓ
(1− a

4

)
Φ(x) +BΓ

(1 + a

4

)
×

×
(
I
−(δ1+ 1−a

4
),1,− 1

2
0+ I

δ1+ 1−a
4
,−(δ1+ 1−a

4
),a−3

4
−δ1

1− Φ(t)
)

(x) =

=
(
I
−(δ1+ 1−a

4
),1,− 1

2
0+ F3(t)

)
(x). (27)

В работе [11, с. 349] получена формула

I−p,1,r0+

(
Ip,−p,s1− f(t)

)
(x) = xp−1 cosπpf(x) +

∫ 1

0
K(x, u)f(u)du, (28)

где 0 < p < 1 и

K(x, u) =


−Γ(r+1)

Γ(1−p)Γ(p+r)x
−r−1up+r−1F

(
p; r + 1; r + p; ux

)
, 0 < u < x;

−Γ(r+1)
Γ(p−1)Γ(−p+r+2)u

p−2F
(
r + 1; 2− p;−p+r+2; xu

)
, x < u < 1.
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Используя (28), полагая p = δ1 + (1− a)/4, r = −1/2, s = (a− 3)/4 и
учитывая, что Γ

(
1/2
)

=
√
π [8, п. 1.2 (10), с. 18], перепишем (27) в виде

интегрального уравнения[
AΓ
(1− a

4

)
+BΓ

(1 + a

4

)
cosπ

(
δ1 +

1− a
4

)
xδ1−

a+3
4

]
Φ(x)+

+

∫ x

0
K11(x, t)Φ(t)dt+

∫ 1

x
K12(x, t)Φ(t)dt =

(
I
−(δ1+ 1−a

4
),1,− 1

2
0+ F3(t)

)
(x), (29)

где

K11(x, t) =
−
√
π

Γ
(
a+3

4 − δ1

)
Γ
(
δ1 − a+1

4

)x− 1
2 tδ1−

a+5
4 ×

× F
(
δ1 +

1− a
4

,
1

2
; δ1 −

a+ 1

4
;
t

x

)
, 0 < t < x;

K12(x, t) =
−
√
π

Γ
(
δ1 − a+3

4

)
Γ
(

5+a
4 − δ1

) tδ1−a+7
4 ×

× F
(1

2
,
a+ 7

4
− δ1;

a+ 5

4
− δ1;

x

t

)
, x < t < 1.

Таким образом, существование решения задачи редуцировано к вопросу
разрешимости уравнения (29). Исследуем гладкость его правой части. Най-
дем композиции обобщённых операторов правой части уравнения (29). Вос-
пользуемся вначале первой формулой из (17):

I3(x) = I
−(δ1+ 1−a

4
),1,− 1

2
0+

(
I
δ1+ 3−a

4
,− 3

2
,a−3

4
−δ1

0+ Ψ′(t)
)

(x) =

=
(
I

1
2
,− 1

2
,− 1

2
0+ Ψ′(t)

)
(x) =

(
I

1
2
0+Ψ′(t)

)
(x).

Учитывая определение (11) и равенство Ψ′(0) = 0, после интегрирования по
частям можно записать

I3(x) =
1√
π

∫ x

0
(x− t)−

1
2 Ψ′(t)dt =

√
x

π

∫ 1

0

Ψ′(xz)dz√
1− z

.

Откуда следует, что I3(x) ∈ C(J) ∩ C2(J).
Далее рассмотрим

I4(x) = I
−(δ1+ 1−a

4
),1,− 1

2
0+

(
I
δ1+ 1−a

4
,−(δ1+ 1−a

4
),a−3

4
−δ1

1− Ψ′(t)
)

(x) =

=
d

dx

(
I

a+3
4
−δ1,0,− 3

2
0+

(
I
δ1+ 3−a

4
1− Ψ′(t)

)
(s)
)

(x) =

=
d

dx

xδ1−
a+3
4

Γ
(
a+3

4 − δ1

) ∫ x

0
(x− t)

a−1
4
−δ1F

(a+ 3

4
− δ1,

3

2
;
a+ 3

4
− δ1; 1− t

x

)
dt×
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× 1

Γ
(
δ1 + 3−a

4

) ∫ 1

t
(s− t)δ1−

a+1
4 Ψ′(s)ds.

Поменяв порядок интегрирования, с учётом формулы∫ x

0
dt

∫ 1

t
ds =

∫ x

0
ds

∫ s

0
dt+

∫ 1

x
ds

∫ x

0
dt

и свойства гипергеометрической функции Гаусса F (a, b; a; z) = (1 − z)−b по-
лучим

I4(x) =
1

Γ
(
a+3

4 − δ1

)
Γ
(
δ1 + 3−a

4

) d
dx
xδ1−

a+3
4 ×

×
[∫ x

0
Ψ′(s)ds

∫ s

0
t−

3
2 (x− t)

a−1
4
−δ1(s− t)δ1−

a+1
4 dt+

+

∫ 1

x
Ψ′(s)ds

∫ x

0
t−

3
2 (x− t)

a−1
4
−δ1(s− t)δ1−

a+1
4 dt

]
=

=
1

Γ
(
a+3

4 − δ1

)
Γ
(
δ1 + 3−a

4

) d
dx
xδ1−

a+3
4

[
Γ
(
−1

2

)
Γ
(
δ1 + 3−a

4

)
Γ
(
δ1 + 1−a

4

) ×

×
∫ x

0
sδ1−

a+3
4 x

a−1
4
−δ1F

(
−1

2
, δ1 −

a− 1

4
; δ1 −

a− 1

4
;
s

x

)
Ψ′(s)ds+

+
Γ
(
−1

2

)
Γ
(
a+3

4 − δ1

)
Γ
(
a+1

4 − δ1

) ×

×
∫ 1

x
sδ1−

a+1
4 x

a−3
4
−δ1F

(
−1

2
,
a+ 1

4
− δ1;

a+ 1

4
− δ1;

x

s

)
Ψ′(s)ds

]
.

В силу формулы Γ (−1/2) = −2
√
π [12, п. II.1, c. 773] окончательно имеем

I4(x) = − 2
√
π

Γ
(
a+3

4 − δ1

)
Γ
(
δ1 + 1−a

4

) d
dx

∫ x

0
sδ1−

a+3
4 (x− s)

1
2 Ψ′(s)ds−

− 2
√
π

Γ
(
δ1 + 3−a

4

)
Γ
(
a+1

4 − δ1

) d
dx

∫ 1

x
sδ1−

a+3
4 (s− x)

1
2 Ψ′(s)ds.

Дифференцируя по x, производя замену в первом интеграле s = xz, а во
втором— s = 1−(1−x)z и учитывая формулу Γ(z)Γ(1−z) = π/sinπz [8, п. 1.2
(6), с. 18], получим

I4(x) = − 1√
π

[
sinπ

(3 + a

4
− δ1

)
xδ1−

a+1
4

∫ 1

0
(1− z)−

1
2 zδ1−

a+3
4 Ψ′(xz)dz−

−sinπ
(3− a

4
+δ1

)
(1−x)

1
2

∫ 1

0
(1−z)−

1
2
(
1−(1−x)z

)δ1−a+3
4 Ψ′

(
1−(1−x)z

)
dz

]
.

Отсюда следует, что I4(x) ∈ C(J) ∩ C2(J).
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Теперь преобразуем первое слагаемое в правой части интегрального урав-
нения (29):

I5(x) =
(
I
−(δ1+ 1−a

4
),1,− 1

2
0+ C(t)

)
(x) =

d

dx

(
I

a+3
4
−δ1,0,− 3

2
0+ C(t)

)
(x) =

=
1

Γ
(
a+3

4 − δ1

) d
dx

[
xδ1−

a−3
4

∫ x

0
(x− t)

a−1
4
−δ1t−

3
2C(t)dt

]
=

=
1

Γ
(
a+3

4 − δ1

) ∫ 1

0
(1− z)

a−1
4
−δ1z−

1
2C ′(xz)dz.

Откуда следует, что I5(x) ∈ C(J) ∩ C2(J).
Из явного вида ядер K11(x, t) и K12(x, t), а также свойств слагаемых

I3(x), I4(x), I5(x) правой части уравнения (29) при

AΓ
(1− a

4

)
+BΓ

(1 + a

4

)
cosπ

(
δ1 +

1− a
4

)
xδ1−

a+3
4 6= 0

следует, что уравнение (29) есть интегральное уравнение Фредгольма второго
рода со слабой особенностью в ядре относительно Φ(x), где правая часть при-
надлежит классу C[0, 1] ∩ C2(0, 1). В этом классе существует решение Φ(x)
уравнения (29). Зная Φ(x) и Ψ(x), используя формулы (14), (15), нетрудно
найти решения u(x, y) и v(x, y) задачи (4), (5) для системы (2). Доказатель-
ство теоремы 3 закончено. �
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