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Рассматривается итерационный проекционный алгоритм решения некоррект-
ных систем линейных алгебраических уравнений. Данный алгоритм основан на
преобразовании регуляризованной нормальной системы уравнений к эквивалент-
ной расширенной регуляризованной нормальной системе уравнений. Предлагае-
мый алгоритм позволяет эффективно решать некорректные задачи большой
размерности.
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1. Постановка задачи. Рассмотрим стандартную задачу регуляризации А. Н. Ти-
хонова

min
u∈Rn

{

‖Au− f‖2 + α‖u‖2
}

, (1)

где A ∈ R
m×n, f ∈ R

m, α > 0— параметр регуляризации, ‖ · ‖ = ‖ · ‖2 — евклидова
векторная норма.

При большой размерности матрицы A и, возможно, её сильной разреженности
часто практически единственно возможным способом решения задачи (1) являются
итерационные методы. Однако все итерационные алгоритмы решения задачи (1) ос-
нованы на решении уравнений Эйлера (регуляризованных нормальных уравнениях)

(A⊤A+ αIn)u = A⊤f, (2)

где ⊤ — знак транспонирования, In — единичная матрица порядка n.
С учётом того, что число обусловленности задачи (2) равно приблизительно

квадрату числа обусловленности исходной задачи (1), многие плохо обусловленные
задачи вида (1) решить известными итерационными методами практически невоз-
можно.

В данной работе предполагается, что параметр регуляризации α известен. На-
пример, эффективным способом выбора параметра регуляризации является резуль-
тат, полученный В. А. Морозовым и С. Ф. Гилязовым [1]. В соответствии с этим
подходом параметр регуляризации α выбирается α = h, где h— величина, характе-
ризующая погрешность задания элементов матрицы A.

2. Метод расширенных регуляризованных нормальных уравнений. Как показано
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в [2], регуляризованную нормальную систему уравнений (2) можно записать в виде
(

ωIm A

A⊤ −ωIn

)(

y
u

)

=

(

f
0

)

⇐⇒ Ãωz = f̃ , (3)

где ω =
√
α.

Матрица Ãω системы (3) при всех α > 0 невырождена [2] и её единственным
решением является вектор z∗ = (y⊤∗ , u

⊤
∗ )

⊤, где u∗ = (A⊤A+αIn)
−1A⊤f , y∗ = ω−1r∗,

r∗ = f −Au∗.
Спектральное число обусловленности регуляризованной нормальной системы (2)

составляет величину

κ2(A
⊤A+ αIn) =

σ2
max + α

σ2
min + α

,

где σmin и σmax — минимальное и максимальное сингулярные числа матрицы A соот-
ветственно. При этом спектральное число обусловленности расширенной регуляри-
зованной нормальной системы (3) существенно меньше и равно величине κ2(Ãω) =

=
√

κ2(A⊤A+ αIn).

3. Проекционный алгоритм. Запишем расширенную систему (3) в виде системы
двух уравнений:

(ωIm
...A)z = f, (4)

(A⊤
... − ωIn)z = 0. (5)

Для решения системы (4), (5) используем блочный вариант алгоритма Качмажа
[4, 5] (проекционный алгоритм):

zi,1 = zi,0 − (ωIm
...A)+[(ωIm

...A)zi,0 − f ], (6)

zi,t = zi,t−1 − βi,t−1

(

at−1

−ωet−1

)

,

βi,t−1 =
(a⊤t−1,−ωe⊤t−1)zi,t−1

‖(a⊤t−1,−ωe⊤t−1)
⊤‖2 , t = 2, 3, . . . , n+ 1,

(7)

zi+1,0 = zi,n+1, i = 1, 2, . . . , (8)

где i — номер внешних итераций, а t— номер внутренних итераций (общее число
внутренних итераций в алгоритме (6), (7) равно n + 1), (e1, e2, . . . , en) = In; A =
= (a1, a2, . . . , an); (·)+ — псевдообратная матрица.

Матрица Ãω невырождена при всех α > 0 [2], следовательно [4, 5], zi,n+1
i→∞−→ z∗

при любом начальном значении вектора z1,0.

Если обозначить u = (u(1), . . . , u(n))⊤, то учитывая, что вектор z = (y⊤, u⊤)⊤,
рекуррентное уравнение (7) можно записать в виде двух рекуррентных уравнений:

yi,t = yi,t−1 − βi,t−1at−1, βi,t−1 =
a⊤t−1yi,t−1 − ωu

(t−1)
i,t−1

‖at−1‖2 + ω2
, (9)

u
(t−1)
i,t = u

(t−1)
i,t−1 + ωβi,t−1, t = 2, 3, . . . , n+ 1. (10)

Так как y = ω−1r, где r = f − Au, рекуррентные уравнения (9), (10) можно
преобразовать к виду

ri,t = ri,t−1 − ρi,t−1at−1, ρi,t−1 =
a⊤t−1ri,t−1 − αu

(t−1)
i,t−1

‖at−1‖2 + α
, (11)
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u
(t−1)
i,t = u

(t−1)
i,t−1 + ρi,t−1, t = 2, 3, . . . , n+ 1. (12)

В [5] отмечалось, что подразделение итерационных шагов ui,t и ri,t на внутрен-
ние и внешние в уравнениях (11), (12) является необязательным, и вычислительный
процесс можно представить как расчёт «микроитераций» по некоторому одному па-
раметру k = 1, 2 . . . . Для сходимости таких приближений необходимо только, чтобы
в последовательности векторов a1, a2, . . . участвовали все столбцы матрицы A. Бо-
лее того, будет показано, что при выполнении некоторого дополнительного условия
согласования начальных условий u0 = u1,0 и r0 = r1,0 использование первого рекур-
рентного уравнения (6) в итерационном процессе вообще не требуется. Уравнение
(4) используется только для согласования начальных значений u0 и r0.

Пусть k = 1, 2 . . . и j(k) = (k − 1)mod(n) + 1. Следовательно,
{

j(k)
}∞

k=1
являет-

ся периодической последовательностью вида 1, 2, . . . , n, 1, 2, . . . , n, . . . . Тогда рекур-
рентные уравнения (11), (12) можно записать в виде

rk = rk−1 − ρk−1aj(k), (13)

uk = uk−1 + ρk−1ej(k), (14)

где

ρk−1 =
a⊤
j(k)rk−1 − αe⊤

j(k)uk−1

‖aj(k)‖2 + α
, k = 1, 2, . . . .

В уравнениях (13), (14) индекс k и индексы i, t и n в уравнениях (11), (12) связаны
соотношением k = (i − 1)n + t − 1, а t − 1 = j(k). Очевидно, что тогда r0 = r1,0
и u0 = u1,0.

Введем вектор θk = (r⊤k , u
⊤
k )

⊤. Тогда рекуррентные уравнения (13), (14) можно
записать в виде одного рекуррентного уравнения

θk = θk−1 − ρk−1

(

aj(k)
−ej(k)

)

, ρk−1 =
(a⊤j(k),−αe⊤j(k))θk−1

‖aj(k)‖2 + α
, k = 1, 2 . . . , (15)

где θ0 — вектор начальных значений.

Теорема. Пусть в рекуррентном уравнении (15) вектор θ0 = (r⊤0 , u⊤
0 )

⊤ удо-
влетворяет условию согласования

r0 = f −Au0. (16)

Тогда для произвольного начального вектора u0 θk −→ θ∗ при k −→ ∞, где θ∗ =
= (r⊤∗ , u

⊤
∗ )

⊤.

До к а з ат е л ь ств о. Докажем по индукции, что из условия согласованности
(16) начальных значений следует выполнение условия согласованности

rk = f −Auk (17)

при любых k > 0, где rk и uk вычисляются из рекуррентных уравнений (13), (14).
При k = 1 из (13), (14) получаем

f −Au1 = f −A(u0 + ρ0e1) = (f −Au0)− ρ0a1 = r0 − ρ0a1 = r1.

Таким образом, для k = 1 условие согласованности (17) выполняется.
Пусть (17) выполняется для некоторого произвольного k = ν > 1. Покажем, что

тогда из справедливости (17) для k = ν следует справедливость (17) при k = ν + 1.
Из рекуррентных уравнений (13), (14) непосредственно получаем

f−Auj(ν+1) = f−A(uν+ρνej(ν+1)) = (f−Auν)−ρνaj(ν+1) = rν −ρνaj(ν+1) = rj(ν+1).
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Из этого следует справедливость (17) для любых k ∈ N.
Если в рекуррентных уравнениях (6), (7) y1,0 и u1,0 удовлетворяют условию

ωy1,0 = f −Au1,0,

то z1,1 = z1,0 и, следовательно, векторы ri,t и ui,t из (11), (12) при k = (i− 1)n+ t− 1
полностью совпадает с вектором θk из уравнения (15). Из справедливости условия
(17) для всех k = 1, 2 . . . непосредственно получаем, что zi,1 = zi,0 и рекуррентное
уравнение (6) при выполнении условия (16) не требуется.

Окончательно из полной эквивалентности рекуррентных уравнений (11), (12)
и (15) при выполнении условия (16) следует справедливость теоремы. �

Выводы. Проекционный алгоритм (15) эффективен при решении задач регу-
ляризации (4) большой размерности, так как для его реализации на одной итера-
ции требуются лишь две матричные операции: скалярное произведение и операция
saxpy.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (код проекта № 10–01–00723–а).
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The iterative projection algorithm for solving ill-posed systems of linear algebraic equa-
tions is examined. This algorithm is based on transforming the regularized normal
equations to the equivalent augmented regularized normal system of equations. The
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