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На основе построенных математических моделей исследована динамическая
устойчивость упругих стенок плоских каналов при протекании в них потока
идеальной жидкости. На входе и выходе из каналов заданы либо законы изме-
нения давления, либо потенциал скорости, либо продольные составляющие ско-
рости жидкости. Получены достаточные условия устойчивости, налагающие
ограничения на скорость однородного потока, сжимающее (растягивающее) уси-
лие и другие параметры механической системы.

Ключевые слова: аэрогидроупругость, динамическая устойчивость, канал,
функционал, дифференциальное уравнение, частные производные.

Введение. При проектировании различных конструкций, устройств, при-
боров, аппаратов, систем и т. д., находящихся во взаимодействии с газожид-
костной средой, необходимо решать задачи, связанные с исследованием ди-
намики и устойчивости упругих элементов, требуемой для их функциониро-
вания и надежности эксплуатации.

С одной стороны, воздействие потока может приводить к отрицательным
эффектам, являющимся причиной нарушения необходимых функциональных
свойств элементов вплоть до их разрушения.

С другой стороны, для функционирования некоторых технических уст-
ройств явление возбуждения интенсивных колебаний при аэрогидродинами-
ческом воздействии, указанное выше в качестве негативного, является необ-
ходимым. Примерами подобных устройств, относящихся к вибрационной тех-
нике и используемых для интенсификации технологических процессов, явля-
ются устройства для размешивания жидкостей с целью приготовления од-
нородных смесей и эмульсий. Принцип действия широкого класса подобных
смесительных устройств, например, гидродинамических излучателей, осно-
ван на колебаниях упругих элементов, расположенных на стенках каналов
или внутри них.

Андрей Владимирович Анкилов (к.ф.-м.н., доц.), доцент, каф. высшей математики.
Пётр Александрович Вельмисов (д.ф.-м.н., проф.), зав. кафедрой, каф. высшей матема-
тики.
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В настоящей работе на основе построенных математических моделей ис-
следуется динамическая устойчивость упругих стенок плоских каналов при
протекании в них потока идеальной жидкости, когда на входе и выходе из
каналов заданы либо законы изменения давления, либо потенциал скорости
жидкости, либо продольная составляющая скорости жидкости, в предполо-
жении дозвукового режима обтекания. Определение устойчивости деформи-
руемых элементов соответствует концепции устойчивости динамических си-
стем по Ляпунову. Поведение упругого материала описывается линейной мо-
делью.

В указанных работах для решения связанных задач аэрогидроупругости
используется два подхода. Первый основан на построении решения аэрогид-
родинамической части двумерной краевой задачи для уравнения Лапласа ме-
тодами комплексного анализа, второй— на использовании метода Фурье и
представлении искомых функций (потенциала скорости и прогибов пластин)
в виде рядов. В обоих случаях аэрогидродинамическая нагрузка определяет-
ся через функции, описывающие неизвестные прогибы пластин, для которых
возникает связанная система интегро-дифференциальных уравнений.

Для исследования динамической устойчивости в задачах аэрогидроупру-
гости разработаны аналитические методики, основанные на построении функ-
ционалов для полученных систем интегро-дифференциальных уравнений.
Изучается устойчивость стенок каналов при различных способах их закреп-
ления.

1. Задание давления. Рассматривается плоская задача о динамической
устойчивости упругой стенки канала при протекании в нем потока идеаль-
ной несжимаемой жидкости, на входе и выходе из которого заданы законы
изменения давления.

В линейной постановке, соответствующей малым возмущениям однород-
ного потока, направленного вдоль оси Ox, и малым отклонениям пластин,
задача формулируется следующим образом:

∆Z ≡ Zxx + Zyy = 0, x ∈ (0, l), y ∈ (0, y0); (1)
Zy(x, 0, t) = 0, x ∈ (0, l); (2)

Zy(x, y0, t) = wtt(x, t) + 2V wxt(x, t) + V 2wxx(x, t), x ∈ (0, l); (3)
Z(0, y, t) = Z(l, y, t) = 0, y ∈ (0, y0); (4)
L(w) = −ρZ(x, y0, t), x ∈ (0, l); (5)

L(w) ≡ Dw′′′′(x, t) + β2ẇ
′′′′(x, t) +Mẅ(x, t)+

+N(t)w′′(x, t) + β1ẇ(x, t) + β0w(x, t).

Здесь неизвестными функциями являются w(x, t) —прогиб упругой стенки
канала и −ρZ(x, y, t) = −ρ(ϕt + V ϕx) —давление жидкости, где ϕ(x, y, t) —
потенциал скорости жидкости. Индексы x, y, t снизу обозначают производные
по x, y, t; штрих и точка — производные по x и t соответственно; ρ—плотность
жидкости; V — скорость невозмущенного потока газа; l, y0 —длина и ширина
канала; D, M —изгибная жёсткость и погонная масса стенки канала; N —
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сжимающая (растягивающая) стенку канала сила; β1, β2 —коэффициенты
внешнего и внутреннего демпфирования; β0 —коэффициент жёсткости осно-
вания. Здесь и в дальнейшем граничные условия на входе и выходе из канала
считаем однородными, так как в линейной постановке неоднородность не вли-
яет на исследование устойчивости.

В предположении, что концы стенки канала закреплены шарнирно (w =
= w′′ = 0), функция Z(x, y, t) представляется в виде ряда

Z(x, y, t) = −
∞∑
k=1

(
1

lρ ch(λky0)

∫ l

0
L(w) sin(λkτ)dτ

)[
eλky + e−λky

]
sin(λkx),

где λk = kπ/l. Тогда уравнения и условия (1), (2), (4), (5) выполняются.
Подставляя Z(x, y, t) в условие (3), решение задачи можно свести к исследо-
ванию уравнения

ẅ + 2V ẇ′ + V 2w′′ = − 2

lρ

∞∑
k=1

λk sin(λkx) th(λky0)

∫ l

0
L(w) sin(λkτ)dτ. (6)

Исследование устойчивости проводится на основе функционала

Φ(t) =
2

ρl

∞∑
k=1

λk th(λky0)

[(
Dλ4k −Nλ2k + β0

)(∫ l

0
w sin(λkx)dx

)2

+

+M

(∫ l

0
ẇ sin(λkx)dx

)2]
+

∫ l

0

(
ẇ2 − V 2w′2

)
dx.

Пусть выполнены условия D > 0, β0 > 0, β1 > 0, β2 > 0, Ṅ > 0. Тогда для
функции w(x, t), являющейся решением уравнения (6), получим Φ̇(t) 6 0,
Φ(t) 6 Φ(0). Согласно неравенству Буняковского имеем

w2(x, t) 6 l

∫ l

0
w′2(x, t)dx.

Пользуясь этим неравенством и предполагая, что выполняется условие

N 6
Dπ2

l2
+
β0l

2

π2
− l2ρ cth(πy0/l)

2π
V 2,

получим следующую оценку:

inf
k

[
2λk th(πy0/l)

l2ρ

(
Dλ2k −N +

β0
λ2k

)
− V 2

]
w2 6 Φ(0).

Из этого неравенства следует, что решение w(x, t) уравнения (6) устойчи-
во по отношению к возмущениям начальных значений ẇ(x, 0), w′′(x, 0) при
выполнении указанных выше условий.

2. Задание потенциала скорости. Рассматривается плоская задача о дина-
мической устойчивости упругой стенки канала при протекании в нем потока
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идеальной несжимаемой жидкости, на входе и выходе из которого заданы
законы изменения потенциала скорости.

Математическая постановка задачи имеет следующий вид:

ϕxx + ϕyy = 0, x ∈ (0, l), y ∈ (0, y0); (7)
ϕy(x, y0, t) = ẇ(x, t) + V w′(x, t), x ∈ (0, l); (8)

ϕy(x, 0, t) = 0, x ∈ (0, l); (9)
ϕ(0, y, t) = ϕ(l, y, t) = 0, y ∈ (0, y0); (10)

L(w) = −ρ(ϕt(x, y0, t) + V ϕx(x, y0, t)), x ∈ (0, l). (11)

Представим потенциал скорости в виде

ϕ(x, y, t) =
∞∑
k=1

(eλky + e−λky) sinλkx

λkl sh(λky0)

∫ l

0

(
ẇ(τ, t) + V w′(τ, t)

)
sinλkτdτ.

Тогда уравнения и условия (7)–(10) выполняются. Подставляя выражение
для потенциала скорости в уравнение (11), решение задачи можно свести
к исследованию уравнения для w(x, t):

L(w) = −2ρ

l

∞∑
k=1

cth(λky0)

λk

[
sinλkx

∫ l

0
(ẅ(τ, t) + V ẇ′(τ, t)) sinλkτdτ+

+ V λk cosλkx

∫ l

0
(ẇ(τ, t) + V w′(τ, t)) sinλkτdτ

]
, x ∈ (0, l). (12)

Исследование устойчивости проводится на основе функционала

Φ(t) =

∫ l

0

(
Mẇ2 −Nw′2 +Dw′′2 + β0w

2
)
dx+

+
2ρ

l

∞∑
k=1

cth (λky0)

λk

(∫ l

0
ẇ(τ, t) sinλkτdτ

)2

−

− 2ρV 2

l

∞∑
k=1

cth(λky0)

λ3k

(∫ l

0
w′′(τ, t) cosλkτdτ

)2

.

Пусть концы упругой стенки канала закреплены либо жёстко (w = w′ = 0),
либо шарнирно (w = w′′ = 0) и выполнены условия D > 0, β0 > 0, β1 > 0,
β2 > 0, Ṅ > 0.

Тогда для функций w(x, t), являющихся решением уравнения (12), имеем
Φ̇(t) 6 0, Φ(t) 6 Φ(0). Согласно неравенствам Релея [1] и Коши—Буняковско-
го получим следующие оценки:∫ l

0
w′′2(x, t)dx > ν1

∫ l

0
w′2(x, t)dx, w2(x, t) 6 l

∫ l

0
w′2(x, t)dx, (13)
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где ν1 —наименьшее собственное значение краевой задачи для уравнения
ψ′′′′(x) = −νψ′′(x) с указанными выше граничными условиями. Пользуясь
этими неравенствами и предполагая, что выполняются условия

D >
2ρV 2

l

∞∑
k=1

cth(λky0)

λ3k
, N∗ = sup

t
N(t) < ν1

(
D − 2ρV 2

l

∞∑
k=1

cth (λky0)

λ3k

)
,

получим следующую оценку:

1

l

(
ν1

[
D − 2ρV 2

l

∞∑
k=1

cth(λky0)

λ3k

]
−N∗

)
w2(x, t) 6 Φ(0).

Из этого неравенства следует, что решение w(x, t) уравнения (12) устойчиво
по отношению к возмущениям начальных значений w(x, 0), ẇ(x, 0), w′′(x, 0)
при выполнении указанных выше условий.

3. Задание продольной составляющей скорости. Рассматривается плоская
задача о динамической устойчивости упругой стенки канала при протекании
в нём потока идеальной несжимаемой жидкости, на входе и выходе из которо-
го заданы законы изменения продольной составляющей скорости жидкости.

Математическая постановка задачи имеет такой вид:

ϕxx + ϕyy = 0, x ∈ (0, l), y ∈ (−y0, y0);
ϕy(x, y0, t) = ẇ(x, t) + V w′(x, t), x ∈ (0, l);

ϕy(x, 0, t) = 0, x ∈ (0, l);

ϕx(0, y, t) = 0, ϕx(l, y, t) = 0, y ∈ (−y0, y0);
L(w) = −ρ

(
ϕt(x, y0, t) + V ϕx(x, y0, t)

)
, x ∈ (0, l).

Используя методы теории функций комплексного переменного [2, 3], ре-
шение задачи можно свести к исследованию уравнения для w(x, t):

L(w) = −ρ
π

∫ l

0

(
ẅ(τ, t) + V ẇ′(τ, t)

)
G(τ, x)dτ−

− ρV

π

∫ l

0

(
ẇ(τ, t) + V w′(τ, t)

)
Gx(τ, x)dτ, x ∈ (0, l), (14)

где G(τ, x) = ln
∣∣∣ sn(K(k)il/y0)
sn(K(k)iτ/y0)−sn(K(k)ix/y0)

∣∣∣ при τ 6= x, sn(x) — эллиптический
синус, K(k) —полный эллиптический интеграл первого рода; модуль k опре-
деляется из соотношения K(

√
1− k2)/K(k) = l/y0.

Исследование устойчивости проводится на основе функционала

Φ(t) =

∫ l

0

(
Mẇ2 −Nw′2 +Dw′′2 + β0w

2
)
dx+

+
ρ

π

∫ l

0
dx

∫ l

0
ẇ(x, t)ẇ(τ, t)G(τ, x)dτ−
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− ρV 2

π

∫ l

0
dx

∫ l

0
w′(x, t)w′(τ, t)G(τ, x)dτ.

Пусть концы упругой стенки канала закреплены либо жёстко (w = w′ = 0),
либо шарнирно (w = w′′ = 0) и выполнены условия D > 0, β0 > 0, β1 > 0,
β2 > 0, Ṅ > 0. Тогда для функций w(x, t), являющихся решением уравнения
(14), имеем Φ̇(t) 6 0, Φ(t) 6 Φ(0). Используя неравенства (13) и предполагая,
что выполняются условия

M >
ρG0

π
, N∗ = sup

t
N(t) < ν1D −

ρG0V
2

π
, G0 = sup

x∈(0, l)

∫ l

0
G(τ, x)dτ,

получим следующую оценку:

1

l

(
ν1D −N∗ −

ρG0V
2

π

)
w2(x, t) 6 Φ(0).

Из этого неравенства следует, что решение w(x, t) уравнения устойчиво по
отношению к возмущениям начальных значений w(x, 0), ẇ(x, 0), w′′(x, 0) при
выполнении указанных выше условий.

Выводы. Получены условия динамической устойчивости упругих стенок
каналов с протекающей внутри них жидкостью. Эти условия налагают огра-
ничения на скорость потока V , сжимающее (растягивающее) усилие N , из-
гибную жёсткость D и другие параметры механической системы. Область
устойчивости на плоскости (V, N) ограничена прямой V = 0 и ветвью пара-
болы N = c− bV 2, b > 0, c > 0.

Результаты исследований могут быть использованы при создании вибра-
ционных устройств, упомянутых во введении и используемых для интенси-
фикации технологических процессов, на этапе их проектирования, в частно-
сти, гидродинамических излучателей для приготовления однородных смесей
и эмульсий.

Работа выполнена в рамках реализации ФЦП «Научные и научно-педагогические кад-
ры инновационной России (2009–2013 гг.)» (гос. контракт№ П1122).
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In this article the dynamical stability of elastic walls of plane channels under flowing
of the perfect liquid is investigated on the basis of mathematical models. Either the law
of pressure change or the potential of liquid velocity or the longitudinal component of
liquid velocity are applied on the input and output from the channels. The sufficient
conditions of stability are obtained. These conditions impose a constraint on the veloc-
ity of the liquid homogeneous stream, on the compressing (decompressing) force and
other parameters of mechanical system.
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