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Рассмотрена двумерная линейная модель деформации асимметрично-упругого
тела. Приведено точное решение задачи плоской асимметричной теории упру-
гости о чистом сдвиге в пластине, ослабленной отверстием. Проведён сравни-
тельный анализ полученного решения с классическим.
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Введение. Методы теории упругости и её приложений применяются в раз-
личных областях науки и техники. Задачи, которые удаётся решать в рамках
линейной теории, разнообразны. Однако, как известно, линейная теория не
даёт возможности вести расчёт изделий из полимерных материалов. В связи
с этим актуальной задачей является разработка такой модели упругой дефор-
мации, которая позволила бы применять наиболее простые математические
методы и приёмы при решении задач об исследовании напряжённо-деформи-
рованного состояния тела, изготовленного из эластичного материала.

1. Модель асимметричной упругости. Как известно [1], уравнения статики
имеют вид

div T + F = 0,

где T — тензор напряжений, F — вектор объёмных сил. Общий вид тензора
напряжений установлен в результате решения задачи групповой классифи-
кации законов сохранения в работах [2,3]. В случае плоской задачи он имеет
вид:

T = Iλ0 divu +MD0, (1)

где I — единичный тензор, u = {u, v}— вектор смещений, D0 —девиатор
деформаций,

M =

(
µ µ0
−µ0 µ

)
, (2)

λ0, µ, µ0 —кинетические коэффициенты, причём λ0 > 0, µ > 0, а µ0 ∈ R.
Данная модель служит обобщением классической линейной модели де-

формации упругого тела. Так, если положить в (1), (2) µ0 = 0, λ0 = λ + µ,
считая при этом λ и µ параметрами Ламе, то получим известную зависимость
между тензорами напряжений и деформаций [1].

Поясним суть появления дополнительного третьего параметра в модели.
Обозначим через −→τ 0 =

(
MD0 · −→n

)
— вектор девиатора тензора T, а через
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−→
d 0 =

(
D0 · −→n

)
— вектор тензора D0. Согласно [3]

cos γ =
(−→τ 0 ·

−→
d 0)

|−→τ 0| · |
−→
d 0|

=
µ√

µ2 + µ20
=

1√
1 + (µ0/µ)2

.

Последнее соотношение определяет меру несоосности тензоров MD0 и D0.
Из формул (1), (2) выпишем выражения компонент симметричного тен-

зора напряжений σij через компоненты симметричного тензора деформаций
εij :

σ11 = (λ0 + µ)ε11 + 2µ0ε
12 + (λ0 − µ)ε22,

σ12 = −µ0ε11 + 2µε12 + µ0ε
22,

σ22 = (λ0 − µ)ε11 − 2µ0ε
12 + (λ0 + µ)ε22.

(3)

Здесь

εij =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
.

Рассмотрим матрицу коэффициентов системы (3):

A =

 λ0 + µ 2µ0 λ0 − µ
−µ0 2µ µ0
λ0 − µ −2µ0 λ0 + µ

 .

Итак, в линейной модели асимметричной упругости симметричные тензоры
напряжений и деформаций связаны несимметричным преобразующим тензо-
ром с матрицей A— это принципиальное отличие данной модели от класси-
ческой модели линейной теории упругости.

Следует отметить, что модель асимметричной упругости не связана с несим-
метричной моментной упругостью. Для последней характерно введение мо-
ментных напряжений, несимметричность тензоров напряжений и деформа-
ций, наличие большого числа кинетических коэффициентов и др.

Вычислим detA = 2λ0κ
2
0 6= 0, κ20 = µ2 +µ20. Матрица A—невырожденная,

следовательно, найдутся обратные зависимости компонент тензора деформа-
ций от компонент тензора напряжений.

Как и в классическом случае [1], можно выразить вектор смещений и ком-
поненты тензора напряжений через комплексные потенциалы ϕ(z), ψ(z), вво-
дя функцию Эри U(x, y) по формулам

σ11 = U,yy, σ12 = −U,xy, σ22 = U,xx,

где запятая означает дифференцирование по соответствующим переменным.
Комплексное представление вектора смещений имеет вид

2κ20(u+ iv) =
(
2λ−10 κ20 + κ

)
ϕ(z)− κzϕ′(z)− κψ(z),

где κ = µ+ i µ0.
Рассмотрим теперь две комплексные плоскости Z, Ω и зададим конформ-

ное отображение z = ω(ζ), которое переводит область S ⊂ Z в область Σ ⊂ Ω.
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Введём на плоскости Ω полярные координаты (ρ, ϑ) так, что ω = ρeiϑ. При-
ведём выражения компонент вектора смещений с помощью комплексных по-
тенциалов ϕ(ζ) и ψ(ζ) в полярных координатах:

2κ20(uρ + iuϑ) = e−iϑ
[(

2λ−10 κ20 + κ
)
ϕ(ζ)− κζϕ′(ζ)− κψ(ζ)

]
. (4)

Как уже было отмечено, асимметричная модель является обобщением
классических формул Лява. При µ0 = 0 и λ0 = λ+ µ имеем

2µ(uρ + iuϑ) = e−iϑ
[
κϕ(ζ)− zϕ′(ζ)− ψ(ζ)

]
, (5)

где κ = (λ+ 3µ)/(λ+µ) = 3− 4σ; λ, µ—модули упругости (λ > 0, µ > 0); σ—
коэффициент Пуассона.

Поле напряжений обеих моделей одинаково. Уравнения на компоненты
тензора напряжений в комплексной формулировке имеют следующий вид:

σ11 + σ22 = 4Re[ϕ′(z)], σ22 − σ11 + 2iσ12 = 2
[
z ϕ′′(ζ) + ψ′(ζ)

]
.

Сделаем ещё одно замечание, касающееся обозначений. Для кинетических
параметров асимметричной модели вводятся обозначения λ0, µ, µ0, κ. Эти па-
раметры никак не связаны с параметрами Ламе и известна только область их
изменения. Чтобы получить возможность сравнивать модель асимметричной
упругости с классической линейной моделью, полагаем λ0 = λ+µ, и кинети-
ческие коэффициенты принимают привычный смысл модулей упругости.

Использование асимметричной модели даёт возможность вести расчёт из-
делий из полимеров, получая при этом адекватные результаты.

2. Деформация асимметрично-упругих пластин. В качестве примера плос-
кой деформации упругих пластин в рамках классической и асимметричной
моделeй рассмотрим задачу о чистом сдвиге в пластине, ослабленной отвер-
стием в форме квадрата c закруглёнными углами.

Будем пользоваться конформным отображением внешности отверстия на
внутренность круга единичного радиуса. Возьмём отображающую функцию,
удерживая в ней два члена [4]:

z = ω(ζ) = R
(

1/ζ − ζ3/6
)
.

Здесь R = 3a/5, где a— сторона квадрата.
Согласно [4], выражения для комплексных потенциалов задаются следу-

ющими уравнениями:

ϕ(ζ) = i
6

5
Rτ, ψ(ζ) = −iRτ

[
1

ζ
+

13ζ3

5(2 + ζ4)

]
,

где τ — сдвиговое усилие. Для данной задачи получено поле напряжений
и выражения для компонент вектора смещений модели (4) и, соответственно,
(5). Их выражения громоздки, поэтому здесь они не приводятся.

Проиллюстрируем полученное решение на примере задачи о чистом сдви-
ге пластины из резины. Физические характеристики материала следующие:
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коэффициент Пуассона σ = 0,46, модуль упругости E = 1,5 ·106 H/м2. Cторо-
на квадрата a = 0,6 · 10−3 м, ширина пластины— 25 ·10−3 м, сдвиговое усилие
τ = 0,025 кН.

На рис. 1 представлена форма деформированного отверстия, полученная
с использованием классической линейной модели. Видим подтверждение то-
го, что классическая теория не позволяет получать адекватные результаты
при её применении к полимерным материалам (отверстие принимает неесте-
ственную форму— образуются углы, петли).

При использовании асимметричной модели при µ0 = 1 · 106 Н/м2 получа-
ем иную деформацию отверстия (см. рис. 2): в результате действия нагрузки
деформация отверстия происходит без образования углов и петель. Отме-
тим, что при увеличении нагрузки, а в реальном эксперименте это может
соответствовать уменьшению модуля упругости материала, асимметричная
модель продолжает давать физически приемлемые результаты. То есть при
введении дополнительного параметра в модель она может быть использована
и для более эластичных материалов.

Рис. 1. Деформация отверстия (классиче-
ская модель)

Рис. 2. Деформация отверстия (асиммет-
ричная модель, τ = 0,025 кН)

Геометрическая интерпретация полученного решения позволяет говорить
о том, что использование асимметричной модели для описания деформиро-
ванного состояния тела даёт возможность получать физически реальные ре-
зультаты в рамках линейной теории упругости для эластичных материалов.
Очевидно, реальные значения дополнительного модуля упругости могут быть
получены экспериментально. Вычислительный эксперимент показывает, что
величина параметра µ0 сравнима со значением модуля Юнга.

Итак, получен в распоряжение дополнительный модуль упругости, кото-
рый позволяет расширить класс задач, решаемых в рамках линейной теории.
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