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Изучается плоское напряжённое состояние вблизи вершины межфазной тре-
щины, порождённое заданной сосредоточенной силой. Один из берегов трещины
частично усилен жёсткой прямолинейной накладкой. Находятся комплексные
потенциалы, коэффициенты интенсивности напряжений в вершине трещины,
приводятся их графики.
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однородная упругая плоскость, напряжения, коэффициенты интенсивности на-
пряжений, гипергеометрическая функция.

Пусть в кусочно-однородном упругом изотропном теле, составленном из
разных по упругим свойствам верхней и нижней полуплоскостей, на линии
раздела сред y = 0 расположена полубесконечная открытая трещина [0,+∞),
верхний берег которой на участке [0, l] подкреплён абсолютно жесткой пря-
молинейной накладкой, присоединённой к телу без натяга, а остальная часть
этого берега и весь нижний берег трещины свободны от напряжений:

u+(x) + iv+(x) = iεx, x ∈ (0, l); τ+xy(x) + iσ+y (x) = 0, x ∈ (l,+∞);

τ−xy(x) + iσ−y (x) = 0, x ∈ (0,+∞),

где u+iv— вектор смещений, τxy+iσy — вектор напряжений, ε—неизвестный
угол поворота накладки, а верхними индексами плюс и минус помечены зна-
чения функций на верхнем и нижнем берегах трещины. Вдоль луча (−∞, 0]
полуплоскости жёстко соединены друг с другом, и в точке x = x0 (x0 < 0) дей-
ствует сосредоточенная сила X0 + iY0. На бесконечности напряжения и вра-
щение исчезают. На накладку никакие внешние силы не действуют.

Требуется найти комплексные потенциалы, описывающие плоское на-
пряженное состояние тела, и исследовать поведение напряжений вблизи
вершины трещины.

Воспользуемся формулами Колосова—Мусхелишвили для кусочно-одно-
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родной плоскости [1]:

σx + σy = 4ReΦ∗(z), z = x+ iy,

σy − iτxy = Φ∗(z) + Ω∗(z) + (z − z)Φ′∗(z),
2µj(u+ iv)′x = κjΦ∗(z)− Ω∗(z)− (z − z)Φ′∗(z),

(1)

Φ∗(z) =

{
Φ(z), Imz > 0,

α1Φ(z) + α2Ω(z), Imz < 0, Ω∗(z) =

{
Ω(z), Imz > 0,

α3Ω(z) + α4Φ(z), Imz < 0,

α1 = (1 +µ∗κ1)/(1 +κ2), α2 = (1−µ∗)/(1 +κ2), α3 = 1−α2, α4 = 1−α1,

µ∗ = µ2/µ1, κj = (3− νj)/(1 + νj), j = 1, 2,

где Φ(z), Ω(z) —кусочно-голоморфные функции (комплексные потенциалы)
с линией разрыва [0,+∞), а µ1, ν1 и µ2, ν2 —модули сдвига и коэффициенты
Пуассона верхней (j = 1) и нижней (j = 2) полуплоскостей соответственно.
В точках z = 0 и z = l ± i0 функции Φ(z), Ω(z) могут иметь интегрируемые
особенности, на ∞ они исчезают, а в точке z = x0 имеют простые полюсы
с вычетами P1 = −(X0 + iY0)/[2π(1 +µ∗κ1)] и P2 = κ2(X0 + iY0)/[2π(µ∗ + κ2)]
соответственно [2]. На луче (0,+∞) функции Φ(z), Ω(z) удовлетворяют кра-
евым условиям

κ1Φ
+(x)− Ω−(x) = 2iµ1ε, x ∈ (0, l);

Φ+(x) + Ω−(x) = 0, x ∈ (l,+∞);
α1Φ

−(x) + α2Ω
−(x) + α3Ω

+(x) + α4Φ
+(x) = 0, x ∈ (0,+∞),

(2)

откуда находим [3]:

Φ(z) = H1(z/l), Ω(z) = H2(z/l);

Hj(ζ) =
[
A0+C2(ζ−t0)−1+εµ1J2(ζ)

]
χj1(ζ) +

[
C1(ζ−t0)−1+εµ1J1(ζ)

]
χj2(ζ),

A0 = − X0 + iY0
2πlc3(α1 + α3)

, Cj = (−1)j
P1χ2j(t0)− P2χ1j(t0)

l detX+(t0)
, t0 = x0/l,

Jj(ζ) =
(−1)j

κ1π

∫ 1

0

χ+
2j(t) + α4α

−1
3 χ+

1j(t)

(t− ζ) detX+(t)
dt, j = 1, 2,

εµ1 = −
(∫ 1

0
tRe

[(
A0 + C2(t− t0)−1

)
χ+
11(t) + C1(t− t0)−1χ+

12(t)
]
dt

)
×

×
(∫ 1

0
tRe

[
χ+
11(t)J2(t) + χ+

12(t)J1(t)
]
dt

)−1
,

c3 =
c1ξ2e

iπaΓ(c)Γ(b− a)

Γ(c− a)Γ(b)
+
c2ξ1e

iπ(a+1−c)Γ(2− c)Γ(b− a)

Γ(b+ 1− c)Γ(1− a)
,

c1 =
(1− ξ1)Γ(2− c)e−iπc

Γ(a+ 1− c)Γ(1− b)
, c2 =

(1− ξ2)Γ(c)

Γ(a)Γ(c− b)
,
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ξ1,2 =
1

2

(
−α±

√
α2 − 4mκ−11

)
, α =

α2κ1 + α4

α3κ1
, m =

α1

α3
,

a = 1− ln ξ1
2πi

, b =
3

2
+

1

2πi
(lnm− ln ξ1), c = 1 +

1

2πi
(ln ξ2 − ln ξ1)

(0 < arg ξ1 6 π, π 6 arg ξ2 < 2π, Imξ1 > 0, Imξ2 6 0),

где Γ(ζ) — гамма-функция Эйлера и χij(ζ) — элементы канонической матри-
цы X(ζ) однородной векторной краевой задачи Римана (2) при l = 1. Для
изучения напряжений вблизи вершины трещины z = 0 достаточно знать вы-
ражение этой матрицы при Re z < 1:

X(ζ) = ζλ
(
c1ξ2 c2ξ1
c1m c2m

)(
η11(ζ) η12(ζ)
η21(ζ) η22(ζ)

)
, λ = − ln ξ1

2πi
,

η11(ζ) = F (a, b; c; ζ), η12(ζ) = a(1− ζ)F (a+ 1, b; c; ζ),
η21(ζ) = ζ1−cF (a− c+ 1, b− c+ 1; 2− c; ζ),
η22(ζ) = (a− c+ 1)ζ1−c(1− ζ)F (a− c+ 2, b− c+ 1; 2− c; ζ)

при |ζ| < 1, ζ 6∈ [0, 1];

η11(ζ) = a∗(ζ − 1)−aF (a, c− b; c; ζ∗),
η12(ζ) = aa∗(ζ − 1)−aF (a+ 1, c− b; c; ζ∗),
η21(ζ) = −c∗ζ1−c(ζ − 1)c−a−1F (a+ 1− c,1− b; 2− c; ζ∗),
η22(ζ) = (c− a− 1)c∗ζ

1−c(ζ − 1)c−a−1F (a+ 2− c,1− b; 2− c; ζ∗),
a∗ = eiπa, ζ∗ = ζ/(ζ − 1), c∗ = eiπ(a−c)

при Re ζ < 1/2, ζ 6∈ [0, 1/2].

Здесь F (a, b; c; ζ) — гипергеометрическая функция Гаусса, а у многозначных
функций ζp и (ζ − 1)q берутся ветви, однозначные в плоскости с разрезами
[0,+∞) и [1,+∞) соответственно, определяемые условиями 0 < arg ζ < 2π и
0 < arg(ζ − 1) < 2π.

Из приведённых формул и формул (1) следует, что вблизи точки z = 0 на
действительной отрицательной полуоси x < 0 вектор напряжений σy − iτxy
имеет асимптотику

σy(x)− iτxy(x) =
KI − iKII√
2π|x|γ0−iδ0

+
KIII − iKIV√
2π|x|1−γ0−iδ0

+ O(1), x→ 0−0,

KI − iKII =
√

2π(ξ1 +m)D2e
−iπ(γ0−iδ0),

KIII − iKIV =
√

2π(ξ2 +m)D1e
−iπ(1−γ0−iδ0), γ0 − iδ0 = ln ξ2/(2πi),

Dj = cj [A0 − C2t
−1
0 + εµ1J2(0) + (λj − 1)(C1t

−1
0 − εµ1J1(0)]lλj ,

λj = (2πi)−1 ln ξj , j = 1, 2

в случае γ0 6= 1/2 и асимптотику

σy(x)− iτxy(x) =
(KI − iKII)|x|iδ2 + (KIII − iKIV)|x|iδ1√

2π|x|
+ O(1), x→ 0−0,

KI − iKII = −
√

2π(ξ1 +m)D2e
−πδ2 ,
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KIII − iKIV = −
√

2π(ξ2 +m)D1e
−πδ1 , δ1,2 = ln |ξ1,2|/(2π)

в случае γ0 = 1/2. Таким образом, интенсивность напряжений вблизи точки
z = 0 в любом случае определяется четырьмя коэффициентами KI, KII, KIII,
KIV, и напряжения в вершине трещины всегда имеют как степенную, так и
осциллирующую особенность. Для значений упругих параметров κ1 = 1,8,
κ2 = 2,2 и µ∗ = 2, когда γ0 = 0,79373, графики зависимости коэффициентов
KI, KII, KIII, KIV и угла поворота накладки ε от расстояния d = |x0| между
точкой приложения сосредоточенной силы и вершиной трещины и от направ-
ления φ силы приведены на рис. 1–4. В первом случае сила X0 + iY0 = −P
(P > 0) постоянна и направлена вдоль действительной оси, а во втором слу-
чае сила X0 + iY0 = P (cosφ + i sinφ) составляет угол φ с осью x, x0 = 0,2.
В обоих случаях принято l = 1.

Рис. 1 Рис. 2

Рис. 3 Рис. 4

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 10–01–00103).
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CONCENTRATED FORCE ACTING NEAR THE TIP OF AN
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Plane stress state near the tip of an interface crack induced by specified concentrated
force is considered. One of the crack faces is partially reinforced by a rigid straight line
overlay. The complex potentials, the stress intensity factors at the crack-tip are found,
corresponding plots are presented.
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