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Рассматривается метод решения краевой задачи для стационарного неоднород-
ного уравнения Ламе в ограниченной плоской области. Используется определен-
ное расщепление пространства вектор-функций, что приводит для компонент
искомого векторного поля к задачам для неоднородного бигармонического урав-
нения и уравнения Пуассона. Для решения этих задач предлагается метод ба-
зисных потенциалов.

Ключевые слова: уравнение Ламе, разложение Вейля, бигармоническая задача,
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1. Формулировка задачи. В ограниченной области Q ⊂ R2 с достаточно
гладкой границей S = ∂Q рассматривается краевая задача

(λ+ µ)∇divū(x) + µ∆ū(x) = f̄(x), x ∈ Q, (1)
ū(x)|S = b̄(x); (2)

предполагается, что граничное векторное поле b̄(x) непрерывно, компоненты
вектор-функции правой части f̄(x) = {f1(x), f2(x)} суммируемы с квадра-
том, то есть f̄(x) принадлежит пространству L̄2(Q) со скалярным произве-
дением 〈f̄ , ḡ〉 = (f1, g1)Q + (f2, g2)Q и индуцированной нормой; ( · , · )Q —
скалярное произведение в L2(Q); λ, µ—действительные числа.

Обобщённое решение ū(x) ∈ W 1
2 (Q) существует и единственно, если Q—

ограниченная область с гладкой границей S = ∂Q, f̄(x) ∈ L̄2(Q), λ > 0,
µ > 0 [1].

2. Разложение пространства вектор-функций L̄2(Q) в прямую сумму и рас-
щепление уравнения.

2.1. Справедливо разложение векторного пространства L̄2(Q) в прямую
сумму [2–4]:

L̄2(Q) = P̄ (Q)⊕ V̄ (Q),

где P̄ (Q) — замыкание в норме L̄2(Q) множества непрерывных потенциаль-
ных вQ векторных полей, ортогональных границе S; V̄ (Q) — замыкание глад-
ких соленоидальных полей.

Разложим искомое векторное поле ū(x) и правую часть f̄(x) на ортого-
нальные слагаемые:

ū(x) = p̄(x) + s̄(x), f̄(x) = f̄p(x) + f̄s(x).
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Алгоритм разложения вектор-функций из L̄2(Q) на ортогональные слагаемые
представлен, например, в [4].

Подставляя эти разложения в уравнение (1) и используя равенства

∇div∇ϕ(x) = ∇∆ϕ(x) = ∆p̄(x),

для потенциальной функции ϕ(x) поля p̄(x) = ∇ϕ(x) получим

(λ+ 2µ)∆p̄(x) + µ∆s̄(x) = f̄p(x) + f̄s(x). (3)

Так как соленоидальное и потенциальное векторные поля могут пересе-
каться только по гармоническому векторному полю, то в (3) прибавим и от-
нимем гармоническое поле (λ+ 2µ)∇q(x), где q(x) — соответствующая задаче
гармоническая функция. Тогда уравнение (3) расщепляется на два:

(λ+ 2µ)(∆p̄(x)−∇q(x)) = f̄p(x), (4)
µ∆s̄(x) + (λ+ 2µ)∇q(x) = f̄s(x). (5)

2.2. Уравнение (4) можно привести к виду

∇
(
(λ+ 2µ)(∆ϕ(x)− q(x))− ϕf (x)

)
= 0,

где ∇ϕf (x) = f̄p(x), то есть (λ+ 2µ)(∆ϕ(x)− q(x))− ϕf (x) ≡ 0, x ∈ Q, и для
потенциальной функции ϕ(x) искомого поля p̄(x) получаем неоднородное би-
гармоническое уравнение (λ+ 2µ)∆2ϕ(x) = g(x), где g(x) = ∆ϕf (x).

Обозначим через ψ(x) и ψf (x) функции тока соленоидальных полей:

s̄(x) = ∇cψ(x), f̄s(x) = ∇cψf (x),

где использован знак ∇c = {∂/∂x1, −∂/∂x2}.
Пусть η(x) — сопряжённая к q(x) гармоническая функция,∇q(x) = ∇cη(x).

Тогда, приводя уравнение (5) к виду

∇c
(
µ∆ψ(x) + (λ+ 2µ)η(x)− ψf (x)

)
= 0

и применяя к нему оператор Лапласа, для функции тока ψ(x) искомого поля
s̄(x) получаем неоднородное бигармоническое уравнение µ∆2ψ(x) = h(x), где
h(x) = ∆ψf (x) —известная функция.

3. Вычисление потенциальной и соленоидальной составляющих решения.
3.1. Рассмотрим краевую задачу (1), (2). Разложим граничное векторное

поле b̄(x) на нормальную m̄(x) и касательную l̄(x) составляющие. Будем обо-
значать через n̄ и t̄ единичные векторы— внешний нормальный к S и каса-
тельный в направлении положительного обхода; обозначим также через (·, ·)
скалярное произведение в R2.

Потенциальная составляющая p̄(x) векторного поля ū(x) должна удовле-
творять граничному условию

p̄(x) = m̄(x), x ∈ S; (6)

тогда для соленоидальной составляющей s̄(x) получаем

s̄(x) = l̄(x), x ∈ S. (7)
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Для определения ϕ(x) и потенциальной составляющей p̄(x) = ∇ϕ(x) ис-
комого векторного поля ū(x) рассмотрим следующую задачу для бигармони-
ческого уравнения:

∆2ϕ(x) = g(x), x ∈ Q, (8)

ϕ(x)
∣∣
S

= 0,
∂ϕ(x)

∂n

∣∣∣
S

= (n̄, m̄) = (n̄, b̄(x)). (9)

Полученное векторное поле p̄(x) = ∇ϕ(x) удовлетворяет граничному усло-
вию (6). Действительно, (m̄ −∇ϕ)⊥n̄ по второму условию в (9). Из первого
условия следует ∇ϕ⊥S, то есть (m̄−∇ϕ)⊥t̄. Следовательно, векторное поле
m̄−∇ϕ на S равно нулю, и граничное условие (6) для поля p̄(x) выполняется.

3.2. Соленоидальное поле s̄(x) удовлетворяет уравнению

∆s̄(x) =
1

µ
∇c
(
ψf (x)− (λ+ 2µ)η(x)

)
, x ∈ Q; (10)

должно также выполняться граничное условие (7).
Векторное поле будем формировать из двух соленоидальных слагаемых:

s̄(x) = s̄0(x) + s̄1(x)

с граничными условиями при x ∈ S: s̄0(x) = 0, s̄1(x) = l̄(x). Пусть ψ1(x) —
функция тока для s̄1(x), т. е. s̄1(x) = ∇cψ1(x). Рассмотрим краевую задачу

∆2ψ1(x) = h(x), x ∈ Q, (11)

ψ1(x)
∣∣
S

= 0,
∂ψ1(x)

∂n

∣∣∣
S

= (l̄, t̄). (12)

Из (12) следует, что выполняется граничное условие для s̄1(x). Действи-
тельно, второе условие (12) переписывается в виде (l̄, t̄) = (∇ψ, n̄) = (∇cψ, t̄),
то есть (l̄ − ∇cψ)⊥t̄. Из первого условия (12) имеем ∇ψ⊥S, или ∇cψ⊥n̄,
(l̄ −∇cψ)⊥n̄. Следовательно, векторное поле l̄−∇cψ на S равно нулю и гра-
ничное условие для s̄1(x) выполняется.

Обозначим теперь ∆ψ1 = ξ. Тогда ∆s̄1 = ∆∇cψ1 = ∇cξ, и для s̄0(x) из
(10), (11) получаем задачу для уравнения Пуассона:

∆s̄0(x) =
1

µ
∇c
(
ψf (x)− (λ+ 2µ)η(x)− µξ(x)

)
, x ∈ Q, (13)

s̄0(x)
∣∣
S

= 0. (14)

Решение этой задачи s̄0(x) — соленоидальное векторное поле. Действи-
тельно, из дифференциального уравнения следует, что div s̄0(x) — гармони-
ческая функция в Q, и эта функция равна нулю на границе, что следует из
однородного граничного условия, то есть div s̄0(x) = 0 в Q.

Покажем, что в общем случае div s̄0(x0) = 0 при x0 ∈ S для векторного
поля s̄0(x) с нулевым граничным условием, если контур S в точке x0 имеет
касательную.

Обозначим через Qε пересечение ε-окрестности точки x0 с областью Q,
пусть ∂Qε = Sε + Cε, где Sε ⊂ S и s̄0(x) = 0 при x ∈ Sε.
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В данном случае ∫
Q
div s̄0(x)dx =

∫
Cε

s̄0(x) · n̄(x)dCε,

по определению дивергенции в точке имеем

div s̄0(x0) = lim
ε→0

1

|Qε|

∫
Cε

|s̄0(x)| cosα(x)dCε.

Разлагая в ряд Тейлора функцию |s̄0(x)| при ε→ 0 и переходя в последнем
интеграле к полярным координатам, получаем

ε

|Qε|

∫ π+δ(ε)

0

(
ε |s̄0(x0)|+O(|x− x0|2) cosα(x)

)
dα,

где δ(ε)→ 0 при ε→ 0, и все последнее выражение стремится к нулю. Равен-
ство div s̄0(x0) = 0 при x0 ∈ S доказано.

Алгоритм решения краевой задачи уравнения Ламе (1), (2) состоит в ре-
шении краевых задач (8), (9), (11), (12) и (13), (14) —шести скалярных крае-
вых задач в случае R2. Для всех этих краевых задач может быть использован
достаточно простой метод базисных потенциалов [5].

Замечание 1. Если касательная составляющая l̄(x) граничного вектор-
ного поля b̄(x) равна нулю, то все построения и алгоритмы применимы в
трёхмерном случае Q ⊂ R3. Действительно, при этом соленоидальная со-
ставляющая s̄1(x) исчезает. Для другой соленоидальной составляющей s̄0(x)
с однородным граничным условием имеем три уравнения Пуассона.

Замечание 2. Алгоритм может быть применён для неодносвязных ограни-
ченных областей. Пусть, например, Q = Q1\Q2, Q1 ⊃ Q2, где Q1, Q2 — огра-
ниченные односвязные области с границами Ляпунова S1, S2, ∂Q=S=S1 ∪ S2.
Пусть {zm}∞m=1 — базисная последовательность точек в Q+

1 = R2\Q1. Можно
доказать, что последовательность функций

α1+m(x) = E(zm − x), m = 1, 2, . . . , x ∈ S,

где E(x) —фундаментальное решение уравнения Лапласа, полна в L2(S1∪S2),
и применим алгоритм базисных потенциалов.

Замечание 3. Используя результаты работы [6] и замечание 2, алгоритм
можно применять для неогранченных областей.

Работа поддержана грантами АВЦП 3341, 3828, 10854 и контрактом ФЦП 2173. Авторы
выражают благодарность лаборатории математической физики СамГУ за поддержку на
конференции «Математическая физика и её приложения – 2010».
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