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Рассматриваются ортогональные финитные функции второй степени, ком-
пактные носители которых представляют собой локальные совокупности тре-
угольников сетки. Формулируется теорема об аппроксимирующих свойствах
последовательностей наборов таких функций. Выделяются области примене-
ния функций: в алгоритмах смешанных численных методов решения краевых
задач, в алгоритмах линейной аппроксимации поверхностей.

Ключевые слова: ортогональные финитные функции, треугольные сетки, ап-
проксимирующие свойства, математическое моделирование, краевые задачи, ап-
проксимация поверхности.

Ортогональные финитные функции второй степени строятся на сетке тре-
угольников, созданной в некоторой области Ω, на основе классических фи-
нитных функций [1, с. 125–130] следующим образом. Каждая треугольная
часть P1, P3, P5 конечного носителя функции [1] разбивается на четыре тре-
угольные подобласти тремя линиями, соединяющими середины P2, P4, P6 сто-
рон P1–P3, P3–P5, P5–P1, затем каждая из четырёх полученных подобластей
делится на три треугольника линиями, соединяющими вершины этих подоб-
ластей и одну из точек M1, M2, M3, M4 пересечения медиан треугольных
подобластей. На всех двенадцати треугольных подобластях строятся вспо-
могательные финитные функции второй степени, равные единице в узле Mi

и нулю во всех остальных пяти узлах малого треугольника, имеющего вер-
шину в точке Mi, их конечный носитель — треугольники, окружающие узел
Mi. Вспомогательные финитные функции, взятые с постоянными коэффици-
ентами, складываются с одной из шести классических финитных функций
второй степени [1], связанных с узлами P1, P2, P3, P4, P5, P6, таким образом
модифицируя её. Коэффициенты модифицирующих линейных комбинаций
выбираются, исходя из условий взаимной ортогональности шести функций,
связанных с узлами P1, P2, P3, P4, P5, P6 основной сетки. Графики функций
F (x, y), полученных для ведущих узлов P1, P4, изображены на рисунке для
одной треугольной части конечных носителей финитных функций, связан-
ных с ведущими узлами P1, P4. Аналогичный вид имеют модифицированные
ортогональные финитные функции, связанные с узлами P2, P3, P5, P6.

Пусть W 1,h
2 —подпространство построенных сеточных функций ϕi(x, y),

где W 1,h
2 ⊂ C(Ω) ∩W 1

2 (Ω), C(Ω) —пространство непрерывных на Ω функций
с нормой ‖u‖C(Ω) = max |u(x)|, C(r)(Ω) — банахово пространство функций,
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Модифицированные функции, связанные с узлами P1, P4

имеющих непрерывные в Ω производные до порядка r включительно, W r
2 (Ω)

(r = 0, 1, 2, . . . ) — гильбертовы пространства с нормами

‖u‖W r
2 (Ω) =

(∑
ν6r

∫
Ω
|Dνu|2dΩ

)1/2

,

где Dν = ∂|ν|/(∂mx∂ny) — оператор частного дифференцирования m раз по x
и n раз по y; ν = (m,n); m и n принимают значения 0, 1, 2; |ν| = m+ n.

Доказана следующая теорема, устанавливающая аппроксимирующие свой-
ства последовательностей наборов сеточных функций ϕi(x, y), полученных
масштабированием построенных ортогональных финитных функций и их пе-
реносом на конкретную сетку — элемент последовательности сгущающихся
сеток.

Теорема. Для любой функции u(x, y) ∈W 2
2 (Ω) ∩ C(1)(Ω) существует

uh ∈W 1,h
2 : ‖u− uh‖W 0

2 (Ω) 6 Ch3‖u‖W 2
2 (Ω) +

A1/2S1/2h

sin Θ0

∑
|r|=1

‖Dru‖C(Ω),

где Θ0 —минимальный из углов всех треугольников сетки; S —площадь об-
ласти Ω; A = (76− 20

√
7− 4

√
105 + 5

√
15)/480 ≈ 0,0031; uh—линейные ком-

бинации сеточных функций ϕi(x, y); h—максимальная длина сторон тре-
угольников сетки; постоянный коэффициент C, не зависящий от парамет-
ров сетки и от функции u.

В первую область применения последовательностей наборов сеточных ор-
тогональных финитных функций ϕi(x, y), связанных с треугольными сетка-
ми, входят алгоритмы смешанных численных методов решения краевых за-
дач теории математического моделирования. Такие алгоритмы основаны на
смешанных вариационных принципах, в которых одновременно и независимо
друг от друга варьируются как основные неизвестные функции (в механике
деформируемого твердого тела — компоненты тензоров деформаций и напря-
жений, компоненты вектора перемещения) и их частные производные. Эта
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особенность методов, как известно, приводит к получению приближённых
решений одинаковой гладкости и одного порядка точности для всех кинема-
тических и силовых факторов. Основной недостаток смешанных численных
методов — повышенное число узловых неизвестных— устраняется благодаря
использованию ортогональных финитных функций, которые в отличие от
классических ортогональных многочленов и специальных функций позво-
ляют решать двумерные задачи в областях с криволинейными границами.
Вычислительные затраты этих методов такие же, как у численных мето-
дов «в перемещениях», основанных на вариационном принципе Лагранжа.
Вторая область применения последовательностей наборов сеточных функ-
ций ϕi(x, y) —линейная аппроксимация поверхностей объектов и сглажива-
ние локальных дефектов поверхностей. За счёт ортогональности финитных
функций аппроксимация поверхностей эллиптического, параболического, ги-
перболического и смешанного типов проводится в несколько раз быстрее, чем
в случае использования классических финитных функций. При этом относи-
тельная ошибка аппроксимации на сетках с 1–2 тысячами узлов составляет
десятые и сотые доли процента, что удовлетворяет требованиям многих при-
ложений.
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