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Рассмотрена одномерная обобщённая модель вязкоупругого тела с дробными про-
изводными Римана—Лиувилля. Вместо производных порядка α > 1 в определя-
ющем соотношении используются производные порядка 0 < α < 1 от целочис-
ленных производных. Показано, что что дифференциальное уравнение относи-
тельно деформации при заданной зависимости напряжения от времени с клас-
сическими начальными условиями Коши редуцируется к интегральному уравне-
нию вольтерровского типа. Рассмотрены варианты обобщённой дробной модели
Фойхта. Найдены явные решения соответствующих дифференциальных уравне-
ний относительно деформации. Отмечено совпадение этих решений с класси-
ческим при нулевом значении параметра дробности.

Ключевые слова: реологические модели вязкоупругого тела, дифференциальные
уравнения с дробными производными Римана—Лиувилля, специальные функции
типа Миттаг—Леффлера.

Введение. Стандартная обобщённая вязкоупругая модель имеет вид [1]

σ(t) +

n∑
k=1

bk
dk

dtk
σ(t) = E0ε(t) +

m∑
k=1

Ek
dk

dtk
ε(t),

где σ = σ(t) и ε = ε(t) —напряжение и деформация тела в момент времени t;
bk, E0, Ek — заданные постоянные величины.

В работе [2] предложена обобщённая одномерная модель вязкоупругого
тела с памятью (наследственно-упругого тела), основанная на использовании
аппарата дробного дифференцирования:

σ(t) +

n∑
k=1

bkD
βk
0t σ = E0ε(t) +

m∑
k=1

EkD
αk
0t ε, (1)

где Dα
0tϕ = (d/dt)nIn−α0t ϕ—левосторонняя дробная производная Римана—Ли-

увилля порядка α > 0 (n = [α] + 1, [α] —целая часть числа α ∈ R) функции
ϕ(t), t > 0; D0

0tϕ = Iϕ— тождественный оператор; Iβ0tϕ = (Iβ0+ϕ)(t) —лево-
сторонний дробный интеграл Римана—Лиувилля порядка β > 0 [3]:

Iβ0tϕ =
1

Γ(β)

∫ t

0

ϕ(τ) dτ

(t− τ)1−β
, t ∈ [0, T ].
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Частные случаи реологического соотношения (1):

σ(t) = E0ε(t) + E1D
α
0tε, (2)

σ(t) + bDβ
0tσ = E1D

α
0tε, (3)

σ(t) + bDβ
0tσ = E0ε(t) + E1D

α
0tε, (4)

ассоциируются при α, β ∈ (0, 1) с дробными аналогами моделей Фойхта,
Максвелла и Кельвина соответственно.

Простейшая дробная реологическая модель, устанавливающая пропорци-
ональность напряжения дробной производной Римана—Лиувилля от дефор-
мации в виде

σ(t) = EDα
0tε, 0 < α < 1, (5)

была предложена Скотт Блэром [4] в 1947 году. А.Н. Герасимов [5] предложил
в 1948 году аналогичное (5) соотношение с использованием дробной произ-
водной Римана—Лиувилля Dα

+ (t > 0) на всей числовой оси [3] вместо Dα
0t

для изучения явлений аномального динамического поведения вязкоупругих
материалов. В работе [6] Ю.Н. Работнов изучал модель вязкоупругой среды
на основе интегрального оператора абелевского типа (1948 г.). Известно, что
определяющее соотношение Ю. Н. Работнова редуцируется к дробному ана-
логу модели Максвелла (3) при α = β. Капуто и Майнарди [7,8] в 1971 г. пред-
ложили модели, аналогичные моделям (4) и (5), с использованием дробных
производных Капуто на всей числовой оси CD+ или полуоси CDα

0t. Кроме ра-
боты [2] следует упомянуть серию работ Бегли и Торвика (см., например [9]),
уделивших особое внимание модели (4) при α = β. А.М. Нахушев в 2000 г.
предложил аналоги моделей (1), (2) и (4) на основе континуальной производ-
ной порядка [0, 1]:

D
[0,1]
0t ϕ =

∫ 1

0
Dα

0tϕdα.

В работе [10] автор отмечает факт уменьшения количества подлежащих
идентификации параметров модели вследствии осредняющего действия опера-
ции перехода от дробной производной Dα

0t (0 < α < 1) к континуальной D[0,1]
0t .

Обширная библиография работ, посвященных обобщённой реологической
модели (1), содержится в монографии [11]. Там же отмечается, что многие
авторы используют в равенстве (1) некоторый оператор дифференцирова-
ния Dα, представляющий собой «подходящую дробную производную», лишь
бы её преобразование Фурье удовлетворяло условию

F
(
Dαf(t)

)
(s) = (is)αf̂(is),

где f̂(is) = F
(
f(t)

)
(s), а этому условию, вообще говоря, могут удовлетво-

рять дробные производные и Грюнвальда—Летникова, и Лиувилля, и Капу-
то—Лиувилля, и Римана—Лиувилля на оси или полуоси, если f(t) = 0 при
t < 0. Далее в [11] указано, что явные решения дифференциальных уравне-
ний вида (1) могут быть найдены методами дробного исчисления (дробных
дифференциальных уравнений) и не требуют обязательного использования
интегральных преобразований.
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1. В общем случае реологическая модель (1) может содержать различные
наборы междупредельных производных порядков αk, βk ∈ [k, k + 1), k ∈ N.
Подчеркивая это обстоятельство, вместо (1) можно записать

n∑
k=0

s∑
i=0

bkiD
k+βki
0t σ =

m∑
k=0

r∑
j=0

akjD
k+αkj
0t ε, (6)

где b00 = 1, a00 = E0; αkj = {αk}, βki = {βk}—дробные части чисел αk, βk;
j = 1, 2, . . . , r; i = 1, 2, . . . , s; αk0 = βk0 = 0 при любых k.

Изучение и применение реологических моделей вида (6) наталкивается
на определённые трудности, связанные с фактом несуммируемости в общем
случае дробных производных Dα

0t порядка α > 1 даже для «достаточно хоро-
ших» функций. Указанное обстоятельство является, по-видимому, одной из
причин замены дробных производных Римана—Лиувилля на нормализован-
ные (по Капуто) производные.

Вместо основного соотношения между напряжением, деформацией и их
производными в виде (6) в работе [12] авторами настоящей работы предло-
жено следующее равенство:

n∑
k=0

s∑
i=0

bkiD
βki
0t σ

(k) =

m∑
k=0

r∑
j=0

akjD
αkj
0t ε

(k), (7)

где для функции u(t): u(k) = (d/dt)ku. В частности, ограничиваясь в (7) одной
целой и одной междупредельной производными в каждом интервале [k, k+1),
можно записать

n∑
k=0

(
bk0 + bk1D

βk
0t

)
σ(k) =

m∑
k=0

(
ak0 + ak1D

αk
0t

)
ε(k). (8)

Считая в (8) σ = σ(t) заданной функцией времени, для определения ε = ε(t),
в частности, при n = m = 1, получим дифференциальное уравнение с дроб-
ными производными

E0ε(t) + a01D
α0
0t ε+ a10ε̇(t) + a11D

α1
0t ε̇ = f(t), (9)

где f(t) —левая часть соотношения (8).
В классе функций ε(t) ∈ AC2[0, T ] и f(t) ∈ L(0, T ) уравнение (9) редуци-

руется к интегральному уравнению типа Вольте́рры второго рода

a11ε(t) + a10I
α1
0t ε+ a01I

1+α1−α0
0t ε+ E0I

1+α1
0t ε = f1(t), (10)

где f1(t) = I1+α1
0t f + (a10ε(t))/(Γ(1 + α1))t

α1 + a11ε0, ε0 = ε(0), решение кото-
рого заведомо существует и единственно.

Действительно, применим к левой и правой частям дифференциально-
го уравнения (9) оператор I1+α1

0t , воспользуемся полугрупповым свойством
дробных интегралов [3] и тем, что для функций ϕ(t) ∈ AC[0, T ] справедливы
соотношения Dα

0tI
α
0tϕ = Iα0tD

α
0tϕ = ϕ(t), если α ∈ (0, 1). Так как по условию
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ε(t) ∈ AC2[0, T ], и, следовательно, ε̇(t) ∈ AC[0, T ], левая часть уравнения (9)
преобразуется следующим образом:

E0I
1+α1
0t ε+ a01I

1+α1
0t Dα0

0t ε+ a10I
1+α1
0t ε̇+ a11I

1+α1
0t Dα1

0t ε̇ =

= E0I
1+α1
0t ε+ a01I

1+α1−α0
0t Iα0

0t D
α0
0t ε+ a10I

α1
0t I

1
0tε̇+ a11I

1
0tI

α1
0t D

α1
0t ε̇ =

= E0I
1+α1
0t ε+ a01I

1+α1−α0
0t ε+ a10I

α1
0t (ε− ε0) + a11I

1
0tε̇ =

= E0I
1+α1
0t ε+ a01I

1+α1−α0
0t ε+ a10I

α1
0t ε− a10I

α1
0t ε0 + a11(ε(t)− ε0).

Вычислив значение интеграла a10Iα1
0t ε0 = a10ε0I

α1
0t 1 = (a10ε0)/(Γ(1 + α1))t

α1 ,
приходим к интегральному уравнению (10).

Если в соотношении (8) при m = 1 принять n = 0, α0 = β0 = α, a01 = E0h,
a10 = η—коэффициент вязкости и a11 = ηh, то равенство (9), записанное в
виде

σ(t) = E0ε(t) + E0hD
α
0tε+ ηε̇(t) + ηhDα

0tε̇, (11)

будет представлять собой некоторый дробный аналог модели Фойхта, сов-
падающий с классическими реологическими уравнениями при h = 0, а при
α = 0 — с композицией двух параллельно соединённых элементов Фойхта.

Рассмотрим дифференциальное уравнение дробного порядка (11) c на-
чальными условиями ε(0) = ε0 = 0, считая σ = σ(t) — заданной функцией
времени. Как показано выше, оно редуцируется к интегральному уравнению

ηhε(t) + ηIα0tε+ E0hI
1
0tε+ E0I

1+α
0t ε = I1+α0t σ, (12)

допускающему факторизацию вида [13](
I − λ1Iα0t

)(
I − λ2I10t

)
ε =

λ1λ2
E0

I1+α0t σ,

где λ1 = −1/h, λ2 = −E0/η.
Путём введения вспомогательной функции u(t) =

(
I − λ2I10t

)
ε интеграль-

ное уравнение (12) сводится к системе интегральных уравнений(
I − λ1Iα0t

)
u =

λ1λ2
E0

I1+α0t σ,
(
I − λ2I10t

)
ε = u(t), (13)

решая которую последовательно, нетрудно найти зависимость деформации
ε(t) от напряжения σ(t) в интегральной форме в терминах интегральных
операторов с функциями типа Миттаг—Леффлера в ядрах:

Eµ,σ0t;λf =

∫ t

0
(t− τ)µ−1Eσ

[
λ(t− τ)σµ

]
f(τ) dτ, (14)

Eµ,α,β0t;λ1,λ2
f =

∫ t

0
(t− τ)µ−1Eα,β

[
λ1(t− τ)α, λ2(t− τ)β;µ

]
f(τ) dτ, (15)

где Eσ(z;µ) —функция типа Миттаг—Леффлера [14], Eα,β(x, y;µ) —функция
типа Миттаг—Леффлера двух аргументов [15] (α,β,σ,µ > 0; z,x, y ∈ C).

Теорема. Пусть α ∈ (0, 1), E0 > 0, η > 0, h > 0 — заданные постоянные
величины; σ(t) ∈ L(0, T ). Существует единственное решение дифференци-
ального уравнения (11) ε(t) ∈ AC2[0, T ] и ε(t) = (hη)−1E1+α,α,1

0t;λ1,λ2
σ.
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До к а з ат е л ь ств о. Решение первого уравнения в системе (13), запи-
санное с помощью оператора (14), имеет вид

u(t) =
λ1λ2
E0

I1+α0t

(
σ + λ1E

α,α
0t;λ1

σ
)
,

где использована коммутативность оператора (14) с дробным оператором I1+α0t .
Записывая для единообразия решение второго интегрального уравнения

системы (13) в терминах оператора (14), получим

ε(t) = u(t) + λ2E
1,1
0t;λ2

u =
(
I + λ2E

1,1
0t;λ2

)
u =

=
λ1λ2
E0

(
I + λ2E

1,1
0t;λ2

)
I1+α0t

(
I + λ1E

α,α
0t;λ1

)
σ =

=
λ1λ2
E0

I1+α0t

(
I + λ2E

1,1
0t;λ2

)(
I + λ1E

α,α
0t;λ1

)
σ.

Воспользуемся аналогом полугруппового свойства оператора (14) с дробным
интегралом Римана—Лиувилля [16,17] и вычислим композицию

I1+α0t

(
I + λ2E

1,1
0t;λ2

)(
I + λ1E

α,α
0t;λ1

)
=

= I1+α0t

(
I + λ2E

1,1
0t;λ2

+ λ1E
α,α
0t;λ1

+ λ1λ2E
1,1
0t;λ2

Eα,α0t;λ1

)
=

= I1+α0t + λ2I
α
0t

(
I10tE

1,1
0t;λ2

)
+ λ1I

1
0t

(
Iα0tE

α,α
0t;λ1

)
+ λ1λ2

(
I10tE

1,1
0t;λ2

)(
Iα0tE

α,α
0t;λ1

)
=

= I1+α0t + λ2I
α
0tE

2,1
0t;λ2

+ λ1I
1
0tE

2α,α
0t;λ1

+ λ1λ2E
2,1
0t;λ2

E2α,α
0t;λ1

.

Воспользуемся далее легко проверяемым тождеством [18]

λE2α,α
0t;λ ϕ = Eα,α0t;λϕ− I

α
0tϕ, (16)

справедливым для функций ϕ(t) ∈ L(0, T ) и λ ∈ C, и свойством операто-
ров (14) и (15) [16]

Eµ,α0t;λ1
Eν,β0t;λ2

f = Eν,β0t;λ2
Eµ,α0t;λ1

f = Eµ+ν,α,β0t;λ1,λ2
f,

справедливым при α, β, µ, ν > 0;λ1, λ2 ∈ C для f(t) ∈ L(0, T ). Получим

ε(t) =
λ1λ2
E0

E1,1
0t;λ2

Eα,α0t;λ1
σ =

1

hη
E1+α,α,1

0t;λ1,λ2
σ, (17)

что и требовалось доказать. �

Замечание. Этот результат можно получить иначе: полагая, как обычно
поступают в моделях Фойхта, начальную деформацию равной нулю, получим
Dα

0tε̇ = D1+α
0t ε = (d/dt)Dα

0tε, 0 < α < 1. Действительно, по определению
дробной производной Римана—Лиувилля при α ∈ (0, 1) имеем

D1+α
0t ε =

d2

dt2
I1−α0t ε =

d

dt

( d
dt
I1−α0t ε

)
,
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а в силу достаточного признака существования дробной производной [3]

Dα
0tε =

ε(0)

Γ(1− α)
t−α + I1−α0t ε̇ = I1−α0t ε̇

при ε(0) = 0 и ε(t) ∈ AC[0, T ]. Тогда

D1+α
0t ε =

d

dt
Dα

0tε =
d

dt
I1−α0t ε̇ = Dα

0tε̇.

Таким образом, вместо (11) в качестве определяющего соотношения мож-
но рассматривать дифференциальное уравнение дробного порядка следую-
щего вида:

E0ε(t) + E0hD
α
0tε+ ηε̇(t) + ηhD1+α

0t ε = σ(t),

или
E0

(
ε(t) + hDα

0tε
)

+ η
d

dt

(
ε(t) + hDα

0tε
)

= σ(t). (18)

Обозначая u(t) = ε + hDα
0tε, приходим к простейшему обыкновенному диф-

ференциальному уравнению первого порядка относительно функции u(t):

ηu̇(t) + E0u(t) = σ(t). (19)

Его решение следует искать с начальным условием u(0) = 0. Действительно,

u(0) = lim
t→0+

(
ε(t) + hDα

0tε
)

= ε(0) + h lim
t→0+

Dα
0tε =

= h lim
t→0+

( ε(0)

Γ(1− α)
t−α + I1−α0t ε̇

)
= h lim

t→0+
I1−α0t ε̇ = 0

при условии, что ε(0) = 0 и ε̇(t) ∈ AC[0, T ]
Решение дифференциального уравнения (19) элементарно и имеет вид

u(t) =
1

η

∫ t

0
e
−E0

η
(t−τ)

σ(τ) dτ =
1

η
E1,1

0t;λ2
σ,

где λ2 = −E0/η.
Заметим здесь, что ε(t) = u(t) при h = 0 и, в частности, при σ(t) = kt

(k > 0) решение

ε(t) =
k

E0

(
t− η

E0

(
1− e

−E0
η
t
))

(20)

совпадает с хорошо известным классическим законом изменения деформации
при равномерном нагружении. При α = 0 и h 6= 0 получим решение

ε(t) =
1

h+ 1
u(t) =

k

(h+ 1)E0

(
t− η

E0

(
1− e

−E0
η
t
))
,

соответствующее параллельной композиции двух фойхтовских элементов.
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Пусть h 6= 0 в (18). Для ε(t) получим дифференциальное уравнение дроб-
ного порядка

Dα
0tε+

1

h
ε(t) =

1

h
u(t). (21)

Так как α ∈ (0, 1) и ε(t) ∈ AC2[0, T ], применяя оператор Iα0t к левой и правой
частям уравнения (21), приходим к интегральному уравнению

ε(t) +
1

h
Iα0tε =

1

h
Iα0tu,

решение которого совпадает с ранее найденным в формуле (17) в силу

ε(t) =
1

h

(
I +

1

h
Iα0t

)−1
Iα0tu =

1

hη

(
I + λ1E

α,α
0t;λ1

)
Iα0tE

1,1
0t;λ2

σ =

=
1

hη

(
Iα0t + λ1E

2α,α
0t;λ1

)
E1,1

0t;λ2
σ =

1

hη
Eα,α0t;λ1

E1,1
0t;λ2

σ.

Формула (17) может быть непосредственно использована для вычисле-
ния зависимости деформации ε(t) от закона нагружения σ(t). Однако для
определённого, например, степенного или экспоненциального вида функции
σ = σ(t) удобно воспользоваться следующей формулой:

ε(t) =
1

hη
Eα,α0t;λ1

E1,1
0t;λ2

σ = u(t)−
(
I + λ1E

α,α
0t;λ1

)
u, (22)

где u(t) = η−1E1,1
0t;λ2

σ, и по-прежнему λ1 = −1/h, λ2 = −E0/η.
Пусть, например, σ = kt (k > 0 —произвольная константа). Выражение

для u(t) определено формулой (20).
2. Рассмотрим некоторые формулы, отражающие действие оператора

I + λEα,α0t;λ на степенные и экспоненциальные функции.
2.1. Пусть α, µ > 0, λ ∈ C. Тогда при t > 0 имеем(

I + λEα,α0t;λ

)
tµ−1 = Γ(µ)Exp(α, µ;λ; t), (23)

где
Exp(α, µ;λ; t) = tµ−1Eα(λtα;µ) (24)

— обобщённая дробная экспоненциальная функция [19].
Для доказательства (23) воспользуемся формулой [16]

Eα,σ0t;λt
µ−1 = Γ(µ)tα+µ+1Eσ (λtσ;α+ µ) = Γ(µ)Exp(σ, α+ µ;λ; t)

при σ = α и хорошо известным свойством функции типа Миттаг—Леффлера

zEα(z;α+ µ) = Eα(z;µ)− 1

Γ(µ)
. (25)

Тогда
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I + λEα,α0t;λ

)
tµ−1 = tµ−1 + Γ(µ)tµ−1(λtα)Eα(λtα;α+ µ) =

= tµ−1 + Γ(µ)tµ−1
(

Eα(λtα;µ)− 1

Γ(µ)

)
=

= Γ(µ)tµ−1Eα(λtα;µ) = Γ(µ)Exp(α, µ;λ; t).

2.2. В работе [16] была доказана формула

Eµ,α0t;λ1
tν−1Eβ(λ2t

β; ν) = tµ+ν−1Eα,β(λ1t
α, λ2t

β;µ+ ν). (26)

По аналогии с (24) введём следующее обобщение дробной экспоненциаль-
ной функции:

Exp(α, β, µ;λ1, λ2; t) = tµ−1Eα,β(λ1t
α, λ2t

β;µ), (27)

где α, β, µ > 0; λ1, λ2 ∈ C, t > 0, а Eα,β(x, y;µ) — трёхпараметрическая
функция типа Миттаг—Леффлера двух аргументов x, y ∈ C, определённая
при α, β > 0 и µ ∈ C двойным рядом [15,16]

Eα,β(x, y;µ) =

∞∑
k,n=0

xkyn

Γ(αk + βn+ µ)
. (28)

В терминах дробных экспоненциальных функций (24) и (27) равенство (26)
записывается в виде

Eµ,α0t;λ1
Exp(β, ν;λ2; t) = Exp(α, β, µ+ ν;λ1, λ2; t). (29)

Тогда имеет место формула(
I + λ1E

α,α
0t;λ1

)
Exp(β, ν;λ2; t) = Exp(α, β, ν;λ1, λ2; t), (30)

где α, β, ν > 0; λ1, λ2 ∈ C, t > 0.
Для доказательства (30) воспользуемся аналогом формулы (25) для функ-

ции типа Миттаг—Леффлера двух аргументов [20]:

xEα,β(x, y;µ+ α) = Eα,β(x, y;µ)− Eβ(y;µ)

и формулой (29). Тогда(
I + λ1E

α,α
0t;λ1

)
Exp(β, ν;λ2; t) =

= Exp(β, ν;λ2; t) + λ1Exp(α, β, α+ ν;λ1, λ2; t) =

= Exp(β, ν;λ2; t) + tν−1(λ1t
α)Eα,β(λ1t

α, λ2t
β, α+ ν) =

= Exp(β, ν;λ2; t) + tν−1
(
Eα,β(λ1t

α, λ2t
β, ν)− Eβ(λ2t

β, ν)
)

=

= Exp(β, ν;λ2; t) + Exp(α, β, ν;λ1, λ2; t)− Exp(β, ν;λ2; t) =

= Exp(α, β, ν;λ1, λ2; t).

В частности, (
I + λ1E

α,α
0t;λ1

)
eλ2t = Exp(α,1, 1;λ1, λ2; t). (31)
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Возвращаясь к формуле (22), подставим в неё выражение для функции
u(t) из (20). Используя формулу (23) при µ = 2 и µ = 1 и формулу (31),
находим решение дифференциального уравнения (18) в виде

ε(t) =
k

E0

{
t− η

E0

(
1− e

−E0
η
t
)
−

−
(

Exp(α,2;λ1; t)−
η

E0

(
Exp(α,1;λ1; t)− Exp(α,1, 1;λ1, λ2; t)

))}
, (32)

где λ1 = −1/h, λ2 = −E0/η.
3. Приведём в качестве примеров две простейшие дробные реологические

модели, отличные от соотношения (2), и укажем явные решения соответству-
ющих дифференциальных уравнений.

3.1. Пусть α ∈ (0, 1/2), σ = σ(t) — заданная суммируемая функция, E0

и η—известные постоянные величины. Рассмотрим определяющее соотноше-
ние следующего вида:

E0D
α
0tε+ ηD1−α

0t ε = σ(t). (33)

По отношению к искомой функции ε = ε(t) уравнение (33) является обык-
новенным дифференциальным уравнением дробного порядка, причём при
α → 0 уравнение (33) принимает вид классического реологического соот-
ношения в модели Фойхта

E0ε(t) + ηε̇(t) = σ(t). (34)

Найдём решение дифференциального уравнения (33) с начальным условием
ε(0) = 0 в классе функций ε(t) ∈ AC[0, T ].

Так как 0 < α < 1−α < 1 (в силу α ∈ (0, 1/2)), то к левой и правой частям
уравнения (33) можно применить интегральный оператор I1−α0t . Учитывая
полугрупповое свойство дробных интегралов и тождество Iβ0tD

β
0tϕ = ϕ(t),

справедливое для функций ϕ(t) ∈ AC[0, T ] при β ∈ (0, 1), а при β = 1 c
условием ϕ(0) = 0, получим интегральное уравнение

ε(t)− λ2I1−2α0t ε =
1

η
I1−α0t σ,

где λ2 = −E0/η. Его решение имеет вид

ε(t) =
1

η

(
I − λ2I1−2α0t

)−1
I1−α0t σ =

1

η

(
I + λ2E

1−2α,1−2α
0t;λ2

)
I1−α0t σ. (35)

Нетрудно показать, что решение (35) в терминах оператора (14) может
быть записано в следующей форме:

ε(t) =
1

η
E1−α,1−2α

0t;λ2
σ. (36)

Действительно, в силу полугруппового свойства дробных интегралов и его
аналога для оператора (14) можно записать
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ε(t) =
1

η

(
I + λ2E

1−2α,1−2α
0t;λ2

)
I1−2α0t Iα0tσ =

=
1

η

(
I1−2α0t + λ2E

2(1−2α),1−2α
0t;λ2

)
Iα0tσ =

1

η
E1−2α,1−2α

0t;λ2
Iα0tσ =

1

η
E1−α,1−2α

0t;λ2
σ,

где использовано тождество (16).
Из формулы (36) сразу следует, что при α → 0 решение дифференци-

ального уравнения (33) переходит в классическое решение для модели Фойх-
та (34):

ε(t) =
1

η

∫ t

0
e
−E0

η
(t−τ)

σ(τ) dτ

и при σ = kt совпадает с (20). Непосредственное использование формулы (36)
в случае равномерного нагружения приводит к следующему результату:

ε(t) =
k

η
E1−α,1−2α

0t;λ2
t =

k

η
Exp(1− 2α,3− α;λ2; t).

Ему можно придать более наглядный вид, если дважды воспользоваться тож-
деством (25):

ε(t) =
k

E0

{
t1+α

Γ(2 + α)
− η

E0

[
t3α

Γ(1 + 3α)
− Exp

(
1− 2α,3α+ 1;−E0

η
; t
)]}

. (37)

При α→ 0 выражение для ε = ε(t) совпадает с (20), так как

lim
α→0

Exp(1− 2α,3α+ 1;−E0/η; t) = Exp(1, 1;−E0/η; t) = exp(−E0/ηt).

3.2. Заслуживает внимания следующий аналог дробной реологической мо-
дели Фойхта:

E0D
α
0tε+ ηD1+α

0t ε = σ(t), (38)

который обладает тем же свойством, что и определяющее соотношение (33),
а именно при α → 0 уравнение (38) принимает вид классического соотноше-
ния (34).

Решение дифференциального уравнения (38) будем искать с условием
ε(0) = 0 в классе функций ε(t) ∈ AC2[0, T ]. В этом случае справедливо ра-
венство D1+α

0t ε = Dα
0tε̇ и вместо (38) можно записать уравнение дробного

порядка:
Dα

0t (E0ε+ ηε̇) = σ(t). (39)

Решение уравнения (39) следует искать с начальными условиями типа Коши:

lim
t→0+

I1−α0t (E0ε+ ηε̇) = b,

где b— заданная постоянная величина [11]. Функция E0ε(t)+ηε̇(t) ∈ AC[0, T ],
так как ε(t) ∈ AC2[0, T ], ε̇(t) ∈ AC[0, T ]. Тогда

lim
t→0+

I1−α0t (E0ε+ ηε̇) = 0,
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если ε(0) = ε0 6= 0 при α ∈ (0, 1) и ε(0) = 0 при α = 1.
Применим оператор Iα0t к левой и правой частям равенства (39). В классе

функций AC[0, T ] оно редуцируется к интегральному уравнению

E0ε(t) + ηε̇(t) = Iα0tσ, (40)

которое можно взять за основу реологической модели вместо соотношения (38)
в заданном классе функций.

Решая простейшее дифференциальное уравнение (40), найдём

ε(t) =
1

η

∫ t

0
e
−E0

η
(t−τ)

Iα0tσ dτ =
1

η
E1,1

0t;λ2
Iα0tσ =

1

η
E1+α,1
0t;λ2

σ. (41)

Для непосредственных вычислений при заданном законе изменения σ = σ(t)

выражению (41) удобно придать вид ε(t) = η−1Iα0tE
1,1
0t;λ2

σ. Если σ = kt, то
после несложных вычислений найдём зависимость

ε(t) =
k

E0

{
t1+α

Γ(2 + α)
− η

E0

[ tα

Γ(1 + α)
− Exp

(
1, 1 + α;− η

E0
; t
)]}

,

из которой видно, что lim
α→0+

ε(t) совпадает с найденным в (20) выражением

для деформации в классической реологической модели Фойхта.
Заключение. Рассмотрена обобщённая одномерная модель вязкоупруго-

го тела, основанная на использовании аппарата дробного дифференцирова-
ния Римана—Лиувилля на отрезке, в которой вместо дробных производных
Dα+k

0t ϕ порядка α + k > 1 (k ∈ N, α ∈ (0, 1)) используются производные
Dα

0tϕ
(k). На примере обобщённой дробной модели Фойхта показано, что со-

ответствующее дифференциальное уравнение относительно деформации ε(t)
при заданной функции напряжения σ(t) с произвольными неоднородными
классическими условиями Коши редуцируется к интегральному уравнению
вольтерровского типа, в то время как постановка начальной задачи для диф-
ференциального уравнения с дробными производными порядка больше еди-
ницы имеет определённую специфику, связанную с их несуммируемостью
в общем случае. Отмечено, что при нулевых начальных условиях различие
между производными Dα+k

0t ϕ и Dα
0tϕ

(k) исчезает, однако в обобщённых рео-
логических моделях вида (6) и при моделировании динамических процессов
в системах с дробными вязкоупругими связями начальные условия не обя-
зательно являются однородными, и это различие становится существенным
из-за несуммируемости производныхDα+k

0t ϕ. Всё это отражается на постанов-
ке начальных задач (задача типа Коши, видоизменённая задача типа Коши)
для дифференциальных уравнений динамики, что показано на примере двух
простейших уравнений дробных осцилляторов в работе [21].

Приведены также два частных случая обобщённой модели Фойхта с дву-
мя дробными производными. Во всех рассмотренных случаях получены яв-
ные решения дифференциальных уравнений. Соответствующие формулы мо-
гут быть полезны в задачах параметрической идентификации моделей вяз-
коупругих сред (тел, связей и т.д.), а сами определяющие соотношения— при
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моделировании вязкоупругих связей в динамических системах, в частности,
в моделях дробных осцилляторов.
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One-dimensional generalized rheologic model of viscoelastic body with Riemann-
Liouville derivatives is considered. Instead of derivatives of order α > 1 there are
employed in defining relations derivatives of order 0 < α < 1 from integer derivatives.
It’s shown, that the differential equation for the deformation with given dependence of
the tension from the time with classical initial conditions of Cauchy are reduced to the
Volterra integral equations. Some variants of the generalized fractional Voigt’s model
are considered. Explicit solutions for corresponding differential equation for the defor-
mation are found out. It’s indicated, that these solutions coincide with the classical
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