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Исследуется осадка кругового цилиндра жесткими плитами в условиях ползу-
чести. Рассматриваются три различные модели материала. Допускается об-
разование бочкообразной формы в процессе осаживания (решение строится на
основе пакета LS-DYNA). Проведены вычисления всех основных параметров при
двух программах нагружения: при постоянной скорости сближения оснований
цилиндра и при постоянной сжимающей силе. Вычисления показали, что энер-
гия, затрачиваемая на осаживание цилиндра в первом варианте осаживания,
меньше, чем во втором (в конкретных процессах осадки разность составляет
8− 10%).

Ключевые слова: круговые цилиндры, модели материалов, осадка, ползучесть,
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Введение. Технологические процессы обработки металлов обычно реали-
зуются при комнатной температуре, и при расчётах этих процессов, как пра-
вило, используются модели, учитывающие только пластические свойства ма-
териала. В данном направлении известны классические результаты многих
исследователей. В последние годы важные результаты получены С.Е. Алек-
сандровым, А.Л. Воронцовым, И.В. Добровым и другими учеными.

При необходимости уменьшения сопротивления металлов необратимому
деформированию технологические процессы следует проводить в условиях
горячей обработки металлов. Кроме того, при проведении технологических
процессов в условиях высоких температур уровень накапливаемых поврежде-
ний в металле значительно меньше, чем при комнатной температуре. При
этих температурах, несмотря на сравнительно небольшое время деформиро-
вания, существенное значение имеет вязкость материала, и поэтому расчё-
ты процессов обработки металлов следует проводить на основе уравнений
теории ползучести. Технологические задачи в условиях ползучести исследо-
вались Н.Н. Малининым, О.В. Сосниным, С.П. Яковлевым, С.С. Яковле-
вым, К.И. Романовым, В.П. Радченко и другими учёными. Следует отме-
тить большой вклад Н.Н. Малинина [1] в решение различных задач (осадка,
штамповка, прокатка, волочение и др.).

1. Постановка задачи. Рассматривается задача об осесимметричной осад-
ке кругового цилиндра высотой 2H0 и радиусом R0 (рис. 1) между двумя
абсолютно жесткими плитами с кинематической и силовой программами на-
гружения. В первом случае осаживание осуществляется сближением плит
с не зависящей от времени t скоростью 2w(t) = 2w0, во втором— посредством
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Рис. 1

постоянной сжимающей силы P (t) = P0, приложенной к плитам. При этом
учитываются только упругие деформации и деформации ползучести pij .

В качестве связи интенсивности напряжений σu и интенсивностей дефор-
маций ползучести pu или скоростей деформаций ползучести ṗu принимается
одна из трёх следующих моделей:

– степенная связь времени t и интенсивностей напряжений и деформаций
ползучести

pu = Aσnut
l; (1)

– степенная связь интенсивностей напряжений и скоростей деформаций
ползучести

ṗu = Bσmu ; (2)

– зависимость интенсивности скоростей деформации ползучести от ин-
тенсивностей напряжений и деформаций ползучести

ṗup
α
u = C

(
σu

σb − σu

)q
, (3)

где σb —предел кратковременной прочности материала при рассматри-
ваемой температуре.

Решение задачи на основе соотношения (2) приведено в [2]. Условия на
границах цилиндра в данной работе выбраны согласно закону Кулона с посто-
янным коэффициентом трения µ или законом Зейделя с полным контактным
прилипанием. Решение задачи, основанное на предположении независимости
всех характеристик напряжённо-деформируемого состояния от продольной
координаты цилиндра, приведено в [3, 4].

Разработанный в настоящей статье алгоритм решения задачи с учётом
бочкообразования в сочетании с методом градиентного спуска обеспечивает
эффективное решение значительно более широкого класса задач ползучести,
чем алгоритм, приведенный в [2]. Основное внимание в данной работе уделено
влиянию различных моделей, свойств материала, способа нагружения и дру-
гих факторов на характеристики напряжённо-деформированного состояния
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цилиндра и на величину энергии, затрачиваемой на его осаживание. В ка-
честве конкретного материала был выбран алюминиевый сплав Д16Т при
температуре 400 ℃.

2. Решение задачи. Моделирование процесса осадки цилиндра в рассмат-
риваемых условиях проведено методом конечных элементов (МКЭ) с ис-
пользованием программного кода LS-DYNA (LS-DYNA Theory 2006 (manual)
http://www.lstc.com). При учёте условий симметрии в работе рассматрива-
лась 1/8 часть цилиндра, ограниченная плоскими сечениями S1 (z = 0) и S2
(θ = 0 и θ = π/2), координата z = 0 соответствует центральному поперечному
сечению цилиндра.

В прямоугольной декартовой системе координат x1 = x, x2 = y, x3 = z
положение произвольной точки цилиндра xi в момент времени t с начальны-
ми координатами (X1, X2, X3) описывалось функциями xi(Xγ , t) (i = 1, 2, 3,
γ = 1, 2, 3), где xi(Xγ , 0) = Xγ . На сечениях θ = 0, θ = π/2 и z = 0 учитыва-
лись условия симметрии.

Уравнения равновесия внутри цилиндра удовлетворялись в ослабленной
формулировке в соответствии с принципом равенства виртуальных работ
внутренних и внешних сил. Закон Кулона на контактной границе S3 (z = H)
между плитой и цилиндром задавался в следующем виде:

σ33
∣∣
S3

= −g, σ12
∣∣
S3

= σ23
∣∣
S3

= µg, (4)

где g— абсолютная величина внешнего давления жестких плит на торцы ци-
линдра, µ—коэффициент трения.

В квазистатическом приближении при отсутствии массовых сил и с учё-
том (4) равенство виртуальных работ приводит к тождеству∫

W
σij

∂(δxi)

∂xj
dv + g

∫
S3

(δx3 − µ(δx1 + δx2))ds = 0, (5)

здесьW — объём рассматриваемой области цилиндра, dv— элемент этого объ-
ёма, ds— элемент контактной поверхности S3.

При решении используется гипотеза пропорциональности девиаторов на-
пряжений sij и скоростей деформаций ползучести ṗij :

ṡij = 2Gṗij при σu 6 σ∗,
ṡij
σu

=
2

3

ṗij
ṗu

при σu > σ∗, (6)

где σ∗ —минимальное напряжение (предел ползучести), при котором в мате-
риале возникают деформации ползучести, G—коэффициент, характеризую-
щий жесткость материала в упругой зоне. При этом в качестве зависимости
σu от pu и ṗu рассматривается одна из моделей:

σu = A−1/n
(
pu · t−l

)1/n
для модели (1), (7)

σu = B−1/m (ṗu)1/m для модели (2), (8)

σu = σb
M

1 +M
, M =

(
pαu ṗu
C

)1/q

для модели (3). (9)
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Связь между гидростатическим давлением σ0 и объёмной деформацией
ε0 полагается линейной: σ0 = 3Kε0, где K —модуль объёмного сжатия.

Программа для моделей (8), (9) была написана на языке Fortran и инте-
грировалась в конечно-элементный комплекс LS-DYNA средствами пользова-
тельского программирования. Дискретизация по пространственным коорди-
натам xi = (x, y, z) осуществлялась посредством 8-узловых гексаэдрических
элементов с функциями формы

φj =
1

8
(1 + ξξj)(1 + ηηj)(1 + ζζj),

так что
xi(Xα, t) = xi(Xα(ξ, η, ζ), t) =

∑
φj(ξ, η, ζ)xji (t), (10)

xji —координата узла с номером j в направлении i, а (ξj , ηj , ζj) соответствова-
ли 8 вариантам упорядоченных троек со значениями (±1) для соответствую-
щих узлов гексаэдра: (−1, −1, −1) для j = 1; (1, −1, −1) для j = 2; (1, 1, −1)
для j = 3 и так далее до j = 8. Были введены обозначения

N(3× 24) =

φ1 φ2 . . . φ8
φ1 φ2 . . . φ8

φ1 φ2 . . . φ8

 ,
σ = (σ11, σ22, σ33, σ12, σ23, σ31)

>, T = (−g, µg, µg)>,

B =



∂
∂x 0 0
0 ∂

∂y 0

0 0 ∂
∂z

∂
∂y

∂
∂x 0

0 ∂
∂z

∂
∂y

∂
∂z 0 ∂

∂x


N ,

с учётом которых, а также уравнения (10), принцип равенства виртуальных
работ (5) привёлся к виду

f∑
m=1

{∫
Wm

B>σdv −
∫
S3m

N>Tds

}
= 0, (11)

где f —количество элементов в конечно-элементной модели. Соотношение
(11) можно переписать в матричной форме:

F1(Ẋ, X, t)− F2(X, t) = 0, (12)

где X> =
(
xji
)l
j=1

—искомый вектор-столбец узловых координат.
Дискретизация по времени выполнялась по неявной схеме. Нелинейное

уравнение (12) решалось модифицированным методом Ньютона—Рафсона
с постоянным секущим модулем, равным начальному модулю упругости G.
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Для перерасчёта поля напряжений на новом временном слое (k+1) в соот-
ветствии с гипотезой о пропорциональности девиаторов напряжений и скоро-
стей деформаций ползучести (6) и одной из связей интенсивностей напряже-
ний и скоростей деформаций (7)–(9) использовался метод радиального спус-
ка. Предполагалось, что реализуется деформация по траектории малой кри-
визны, согласно этому вначале выполнялся чисто упругий расчёт с заданны-
ми значениями приращений деформаций:

ŝk+1
ii =

(
σkii − σk0

)
+ 2G

(
∆εk+1

ii −∆εk+1
0

)
(i = 1, 2, 3),

ŝk+1
ij = σkij +G∆εk+1

ij (i 6= j, i = 1, 2, 3, j = 1, 2, 3),

σ̂k+1
u =

√
3

2

∑(
ŝk+1
ij

)2
, pk+1

u =
1

∆t
·
√

2

3

∑(
∆εkij

)2
, ∆t = tk+1 − tk.

Затем компоненты девиатора тензора напряжений σ̂k+1
u масштабировались

по выбранной модели из (7)–(9):

σ̄k+1
u =

 A−1/n
(
pk+1
u ·

(
tk+1

)−l)1/n для модели (1),

B−1/m
(
ṗk+1
u

)1/m для модели (2),
σbM/(1 +M), M = C−1/q

(
ṗk+1
u

)1/q (
pk+1
u

)α/q для модели (3),

sk+1
ij = ŝk+1

ij · σ̄
k+1
u

σ̂k+1
u

.

3. Результаты вычислений. Материальные константы для (1)–(3) выбира-
лись в соответствии со свойствами сплава Д16Т при температуре 400 ℃. Ме-
тодика по определению материальных констант для (2) подробно изложена
в [5]. Для модели (3) коэффициенты C и q выбирались таким образом, чтобы
характеристики ползучести сплава Д16Т в диапазоне напряжений 50–80 МПа
аппроксимировались с наименьшей погрешностью. Такой выбор обусловлен
тем, что при осадке цилиндра характерное напряжение σz находится именно
в этом диапазоне. Материальные константы для моделей (1), (2) определя-
лись с помощью экспериментальных данных в диапазоне 20–80 МПа. Полу-
ченные материальные константы для (1)–(3) представлены в таблице.

n l A, МПа−n · сек−l m B, МПа−m · сек−1 α q σb, МПа C, сек−1

11,1 1 3,29 · 10−22 11,1 3,29 · 10−22 0 2,3 88,1 1,2 · 10−3

В качестве модельного примера рассматривался цилиндр c радиусом R0 =
= 19,5 мм и высотой 2H0 = 39 мм. При моделировании различных программ
нагружения были выбраны следующие параметры осадки: w0 = 0,013 мм/с,
P0 = 73 кН.

На рис. 2 приведены расчётные зависимости высоты цилиндра от време-
ни полученные по моделям (1)–(3) при его осаживании по силовой програм-
ме P (t) = P0. Значения R0, H0, P0 и t для приведённых расчётов выбира-
лись одинаковыми. Цифры на рис. 2 соответствуют номеру модели. Модели
материала (1) и (2) дают схожие кривые (немного различающиеся в сере-
дине процесса осадки и совпадающие в конце осадки). Модель (3) приводит
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к несколько большей осадке за то же время. В [5] автором приведены резуль-
таты экспериментального исследования, из которых следует, что модель (3)
приводит к наиболее близкому соответствию с экспериментальными данны-
ми.

На рис. 3 приведены зависимости высоты цилиндра 2H от времени t для
различных значений коэффициента трения по программе осадки P (t) = const
для модели (3). Цифрами обозначены кривые при следующих условиях: 1) µ =
= 0; 2) µ = 0,5; 3) µ = µ∗, коэффициент трения µ∗ соответствует прилипанию
материала на контактной плоскости (далее кратко — прилипание). Полное
контактное прилипание можно рассматривать как следствие максимально до-
стижимого коэффициента трения µ∗. Из данных, представленных на рис. 3,
следует, что при прочих равных параметрах с увеличением коэффициента
трения высота цилиндра в течение 740 сек уменьшается на 20%.

На рис. 4 и 5 приведены зависимости P (t), w(t) и энергии деформирования
V (t) для двух (P (t) = const и w(t) = const) рассмотренных программ нагру-
жения при µ = 0 (соответственно линии 1, 2) и µ = µ∗ (соответственно линии
3, 4). Для обеспечения одинаковой высоты цилиндра в обеих программах на-
гружения при осаживании по программе P (t) = const сила осаживания для
нулевого трения была взята равной 74 кН, а для случая прилипания— 87 кН.
Подобные параметры обеспечили конечную высоту цилиндра при t = 740 сек
на уровне 29,5 мм в обеих программах нагружения и при обоих значениях
коэффициентах трения (µ = 0 и µ = µ∗).

На рис. 4 представлены зависимости сжимающей силы P (t) и скорости
осадки w(t). Из данных, представленных на рис. 4, следует, что зависимость
P (t) при постоянном значении w0 является возрастающей функцией времени,
причём для µ = µ∗ значение P (t) на 30% больше, чем для значения µ = 0.

На рис. 5 представлены зависимости энергии V (t), затрачиваемой на оса-

Рис. 2 Рис. 3

Рис. 4 Рис. 5
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живание цилиндра, от времени t. Представляет интерес сравнение значений
V для различных программ нагружения. Анализ показывает, что при любых
моделях материала энергия деформирования Vw, затрачиваемая на осадку
цилиндра при постоянной скорости сближения плит (кривые 1 и 3 соответ-
ственно), меньше, чем энергия деформирования VP , накопленная при посто-
янной сжимающей силе (кривые 2 и 4). Вычисления показали, что разность
(VP − Vw) возрастает с увеличением коэффициента трения µ и отношения
R0/H0.

На рис. 6 приведена зависимость бочкообразности

B(t) = (Dmax(t)−Dmin(t))/Dmax(t)

от типа нагружения и контактного трения. Здесь линии 1, 2 получены по
кинематической программе нагружении при коэффициентах трения µ = 0,5
и µ = µ∗ соответственно, а линии 3, 4 — по силовой программе нагружения
с теми же значениями коэффициентов трения. Как видно из данных, пред-
ставленных на рис. 6, наибольшее бочкообразование происходит при силовом
способе осаживания при контактном прилипании. Наименьшую бочкообраз-
ность цилиндр в процессе осаживания сохраняет при небольших коэффици-
ентах трения и кинематическом способе осаживания.

На рис. 7 приведены зависимости продольной поверхностной логарифми-
ческой деформации p̄z(t) элемента цилиндра в его середине при различных
коэффициентах трения. Здесь линия 1 получена при µ = 0, линия 2 — при
µ = 0,5; линия 3 — при µ = µ∗. Следует учесть, что величина p̄z отличает-
ся от pz всего цилиндра, так как часть боковой поверхности переходит на
контактную плоскость вблизи сжимающих плит, в связи с этим p̄z < pz. Из
данных, представленных на рис. 7, следует, что с увеличением коэффициента
трения поверхностная деформация уменьшается. Это явление связано с тем,
что материал вблизи контакта активно переходит на торцевую поверхность,
препятствуя деформированию материала в центральной части цилиндра.

Рис. 6 Рис. 7
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A subsidence of circular cylinders between rigid stamps at creep conditions is studied.
There are three different material models. Appearance of barrel shape form is allowed
(this decision is realized on the basis of package LS-DYNA). Calculations of all prin-
cipal parameters were carried out at two loading programs: at constant speed of the
cylinders’ bases coming together and at constant compressing force. Calculations have
shown that the energy, spent on subsidence of the cylinder during the first loading
variant isless, than in the second variant (this difference in certain processes is equal
to 8–10%).
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