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Рассматривается трёхмерная осесимметричная точнорешаемая модель кван-
тового кольца в постоянном магнитном поле. Используемый потенциал ограни-
чивает движение в системе по двум направлениям. С помощью метода расщеп-
ления по физическим факторам получены волновые функции электронов, а так-
же значения для квазистационарных уровней энергии. Приводится качествен-
ное объяснение поведения волнового пакета в квантовом кольце, пронизываемом
переменным магнитным полем.

Ключевые слова: квантовое кольцо, метод расщепления по физическим факто-
рам, магнитное поле, временная динамика.

Введение.Низкоразмерные структуры, такие как квантовые точки и кван-
товые кольца, представляют большой интерес для исследований как с теоре-
тической [1], так и с практической точки зрения [2]. Современные технологи-
ческие возможности позволяют получать подобные наноструктуры различ-
ной формы и различных геометрических размеров. К сожалению, большин-
ство теоретических моделей квантовых колец описывают движение электро-
нов на двухмерной плоскости. Тем не менее имеются работы, посвященные
компьютерному моделированию трёхмерных квантовых колец. В работе [3]
получены уровни энергии, проанализировано влияние формы кольца, влия-
ние изменения радиуса кольца и другие эффекты.

В данной работе предлагается рассмотреть вопросы моделирования вре-
менной динамики трёхмерного квантового кольца. Знание явного вида волно-
вых функций и уровней энергии важно при исследовании спектров излучения
и поглощения в пространственно ограниченных квантовых кольцах, находя-
щихся в магнитном поле.

Как было показано в предыдущих работах [4] и [5], метод расщепления по
физическим факторам является удачным инструментом для решения подоб-
ных задач для двухмерного случая с потенциалом V (r) = a1/r

2 + a2r
2 − V0.
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Использование данного потенциала было предложено в работе [6]. Если мо-
дифицировать вид потенциала следующим образом (см. рис. 1):

V (r, z) = a1/r
2 + a2r

2 + a3z
2/2− V0, (1)

то, применяя метод расщепления по физическим факторам, можно получить
аналитическое решение нестационарного уравнения Шрёдингера на времен-
ном слое.

a б
Рис. 1. Потенциал трёхмерного квантового кольца (а) и эквипотенциальная поверхность
(б ), соответствующая энергии 40 мэВ. Следующие параметры модели описывают кольцо GaAs
с радиусом r0 = 800 нм: a1 = 9,1022·106 мэВ нм2, a2 = 2,222·10−5 мэВ нм−2, a3 = 28,443 мэВ нм−2,

V0 = 2
√
a1a2, эффективная масса электрона µ = 0,067µe (µe —масса электрона)

1. Постановка задачи. Рассмотрим электрон с зарядом e и массой µ, на-
ходящийся в трёхмерном квантовом кольце. На движение электрона влия-
ет действие потенциала (1) и переменное магнитное поле с напряженностью
H(t), которая зависит от времени. Необходимо решить нестационарное урав-
нение Шрёдингера:

i~
∂Ψ(r, t)

∂t
=

~2

2µ

(
p+

e

c
A(r, t)

)2
Ψ(r, t) + V (r, z)Ψ(r, t).

Здесь p— оператор импульса, c— скорость света, а A(r, t) = {0, H(t)r/2, 0}—
вектор-потенциал.

Энергетические квазистационарные уровни системы E(t) могут быть по-
лучены из задачи на собственные значения HΨ(r, t) = E(t)Ψ(r, t). Квазиста-
ционарность обусловлена тем, что в процессе изменения магнитного поля на
электроны действует вихревое электрическое поле.

2. Метод решения. Выполним переход в цилиндрическую систему коорди-
нат и разделим переменные согласно следующему представлению волновой
функции:

Ψ(r, θ, z, t) = ψ(r, z, t) exp(imθ)/
√

2πr.

292



Временная динамика волновых функций электронов . . .

В результате получим начально-краевую задачу следующего вида:

i
∂ψ(r, z, t)

∂t
=

(
− ∂2

∂r2
− 1

4r2
+

(
m

r
− r · eH(t)

2~c

)2

− ∂2

∂z2
+ V (r, z)

)
ψ(r, z, t);

ψ(0, z, t) = ψ(∞, z, t) = ψ(r,−∞, t) = ψ(r,∞, t) = 0;

ψ(r, z,0) = A0 · exp

(
−(r − r0)2

2σ2r

)
exp

(
−(z − z0)2

2σ2z

)
.

(2)

Здесь r0, z0, σr, σz —константы, определяющие начальную форму волнового
пакета; A0 = 1/(2πσrσz);m—квантовое число углового момента. Кроме того,
было произведено обезразмеривание с учётом ~ = 2µ = 1.

Данную систему уравнений можно решить по аналогии с двухмерным слу-
чаем [4]. Применяя метод расщепления по физическим факторам, получим
две задачи упрощенного типа. Это система уравнений, отвечающая взаимо-
действию с потенциалом:

i
∂ψRZ

∂t
=

(
− ∂2

∂r2
+
ã1 − 0,25 +m2

r2
+
ã3z

2

2
− Ṽ0 −

∂2

∂z2

)
ψRZ ;

ψRZ(tk) = ψH(tk); ψRZ(0) = ψRZ(∞) = ψRZ(−∞) = ψRZ(∞).

(3)

Здесь ã1=a1/(~2/(2µ)), ã2=a2/(~2/(2µ)), ã3=a3/(~2/(2µ)), Ṽ0=V0/(~2/(2µ)).
Вторая система уравнений— система, отвечающая взаимодействию с магнит-
ным полем:

i
∂ψH

∂t
= −

(
m · eH(t)

~c
− r2e2H(t)2

4(~c)2

)
ψH ;

ψH(t = 0) = A0 · exp

(
−(r − r0)2

2σ2r

)
exp

(
−(z − z0)2

2σ2z

)
.

(4)

При решении задачи (3) полагается, что ψRZ(r, z, t) = R(r)Z(z)T (t). Со-
ответствующие уравнения и решения выписаны в нижеследующей таблице.

Уравнение Решение(
− ∂2

∂r2
+
ã1−0.25+m2

r2
+ã2r

2−Ṽ0

)
R(r)=ẼqrR(r) R(r)=B

( r
λ

)
(M+1)

1F1

(
−n,M+1,

r2

2λ2

)
(
∂2

∂z2
− ã3z

2

2

)
Z(z) = ẼosZ(z) Z(z) = A ·Hn

(z
b

)
exp

(
−z2

2b2

)
i
∂T

∂t
= EnT (t) T (t) = T0(tk) exp(−iEn(t− tk))

Здесь использованы следующие обозначения: λ =
√
~/µω,M =

√
m2 + ã1,

ω =
√
e2H(t)2/µ2 + 8a2/µ, ωos =

√
ã3/µ, b =

√
~/(µωos); 1F1 — вырожденная

гипергеометрическая функция [8], Hn —полиномы Эрмита [8], A и B —неко-
торые константы.

Решение (4) получается как решение линейного однородного уравнения
первого порядка [7] на отрезке t ∈ [tk−1, tk] с начальным условием, следую-
щим из решения задачи (3) в момент tk−1:

ψH(tk) = ψRZ(tk−1) exp

(
−i
∫ tk

tk−1

m · eH(t)

~c
− r2e2H(t)2

4(~c)2
dt

)
.
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Таким образом, общее решение (2) такое:

ψ(r, θ, tk) =

∞∑
n=0

∞∑
m=−∞

Cn,m

( r
λ

)(M+1)

1F1

(
−n,M + 1,

r2

2λ2

)
exp(imθ)×

×Hn

(z
b

)
exp
(−z2

2b2

)
exp
(
−iEn(t− tk)

)
×

× exp

(
−i
∫ tk

tk−1

m · eH(t)

~c
− r2e2H(t)2

4(~c)2
dt

)
.

Здесь Cn,m —нормировочный коэффициент, получаемый из условия∫ ∞
−∞

∫ ∞
0

ψ(r, z, t)ψ∗(r, z, t)drdz = 1.

Уровни энергии могут быть получены из условий ограниченности гипергео-
метрической функции и полиномов Эрмита. Итоговое выражение представ-
ляет собой сумму энергий для квантового кольца и гармонического осцилля-
тора:

Ẽn,m = Ẽqr + Ẽos =

= (n+ 1/2 +M(m)/2)~ω −m~ωc/2− µω2
0r

2
0 + (n+ 1/2)~ωos,

где ωc = eH(t)/µ и ω0 =
√

8a2/µ.
3. Результаты. Полученные волновые функции и значения для уровней

энергии могут быть использованы для расчетов временной динамики. В ра-
боте [5] было проанализировано движение волнового пакета для различных
случаев (слабое, сильное и переменные магнитные поля). Очевидно, что для
поставленной задачи влияние магнитного поля на движение вдоль оси r бу-
дет идентичным. А по оси z будет наблюдаться движение в гармоническом
потенциале с некоторым периодом Tos = 2π/ωos.

На рис. 2 продемонстрирован пример визуализации расчета временной
динамики для случая переменного магнитного поля. Здесь показаны линии
уровней плотности вероятности в зависимости от времени для потенциалов,
отвечающих движению по различным направлениям. Поведение волнового
пакета легко интерпретируется при рассмотрении влияния эффективных по-
тенциалов по отдельных осям r и z (см. рис. 3). Как видно, для движения
вдоль оси r характерно колебательное движение со смещением к внутренней
части кольца. Такое поведение обусловлено выбором зависимости магнитно-
го поля H(t) = H0 exp(1 − αt), где α = 1/T0 = ω0/(2π) и H0 = 104 Гаусс. На
движение вдоль оси z магнитное поле влияния не оказывает, поэтому наблю-
дается стандартная картина колебаний во времени.

Как отмечалось в [4], использование метода расщепления по физическим
факторам позволяет получить существенно более точные результаты по срав-
нению с традиционными численными методами (например, методом стрельбы
или прогонки).
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Рис. 2. Плотности вероятностей, отвечающие нахождению электронов в пространстве
в различные моменты времени: цифры— номера итераций по времени; величина одной итерации
соответствует (1/350)2π/ω; параметры волнового пакета в начальный момент времени следующие:

r0 = 1000 нм, z0 = 200 нм, σr = 50, σz = 16

a б
Рис. 3. Качественное поведение волновых функций:

a) Vr(r) = a1/r
2 + a2r

2 − V0; б) Vz(z) = a3r
2/2
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Three-dimensional axially symmetrical exactly soluble model of quantum ring has been
considered in the constant magnetic field. Potential, which restricts particle movement
in the system in two directions, has been used. By applying method of splitting into
physical processes, an electron wave functions and a quasi-stationary energy levels
values have been obtained. Also a qualitative description of wave packet movement has
been given for the case of quantum ring threading by alternating magnetic field.
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