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Рассмотрен вывод термодинамических уравнений на радиационно-доминантной
стадии эволюции Вселенной в рамках стандартной модели, проанализирова-
ны основные закономерности. Записываются динамические уравнения эволюции
Вселенной в терминах температуры. Осуществлен выход за рамки стандарт-
ной модели, учтено влияние тёмной энергии. Вселенная рассматривается при
этом однородной и изотропной и описывается как в рамках стандартной моде-
ли, так и в её расширениях.
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Введение. В работе исследуется зависимость температуры Вселенной от
времени на радиационно-доминантной стадии. Задачу нахождения шкалы
T (t) впервые сформулировал А. Гус в работе [1]. Получение явного вида такой
зависимости температуры T (t) от времени интересно, поскольку по сложив-
шейся традиции динамические уравнения принято записывать в терминах
масштабного фактора a(t), эффективного потенциала V (t) или красного сме-
щения z(t). В настоящей работе рассматриваются процессы, происходящие на
ранней стадии эволюции Вселенной при условии, что вещество можно пред-
ставить в виде смеси идеальных бозе- и ферми-газа, а температура сильно
отличается от массового порога. Это значит, что уравнение состояния под-
чиняется закону p = ρ/3, где ρ—плотность энергии вещества, p—давление.
При этом химический потенциал µ = 0, и число частиц не сохраняется.

Термодинамические законы оказываются полезными для качественного
описания ситуации выхода из равновесия, они позволяют оценить момент вре-
мени этого события и определить направление того или иного неравновесного
процесса. В данной работе рассмотрен вывод термодинамических уравнений
эволюции Вселенной в рамках стандартной модели, проанализированы за-
кономерности и построены графики. Осуществлен выход за рамки стандарт-
ной модели и рассмотрено уравнение, учитывающее влияние тёмной энергии.
Необходимость учета этого вклада очевидна. Данные, накопленные за по-
следние годы, доказывают, что влиянием тёмной материи и тёмной энергии
на структуру и динамику Вселенной пренебрегать нельзя. Свидетельствами
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существования тёмной материи и тёмной энергии являются данные об анизо-
тропии и поляризации реликтового излучения, о распространенности легких
элементов во Вселенной, о согласовании результатов возраста Вселенной, по-
лученных разными методами: гравитационного линзирования, изучения эво-
люции галактических кластеров при красных смещениях и другие.

1. Термодинамические уравнения в стандартной модели. Известно, что
при высокой температуре вещество можно описывать полевой теорией, урав-
нение состояния в которой с хорошим приближением соответствует идеаль-
ному квантовому газу безмассовых частиц (в общем случае это может быть
смесь идеальных бозе- и ферми-газа). В этой теории при условии, что темпе-
ратура находится далеко от массового порога, термодинамические функции
задаются формулами [2]

ρ = 3p =
π2

30
N(T )T 4, s =

2π2

45
N(T )T 3,

где N(T )—функция, связанная с количеством бозонных (Nb(T )) и фермион-
ных (Nf (T )) степеней [2] свободы соотношением N(T ) = Nb(T )+ (7/8)Nf (T ),
s— удельная энтропия, ρ—плотность энергии вещества, p—давление веще-
ства, T — температура. Используется система единиц, в которой c = 1, ~ = 1.

Необходимо записать динамические уравнения эволюции Вселенной в тер-
минах температуры. Требуемые уравнения— это не уравнения Эйнштейна в
стандартной форме [3,4]. Следует применять уравнения эволюции Вселенной
в модели Фридмана, используя термодинамические функции с температурой,
зависящей от времени. Для этого следует исключить из уравнений Эйнштей-
на масштабный фактор, заменив его на температуру и энтропию. Сделать это
можно, используя закон изменения энергии и условие адиабатического рас-
ширения (и остывания) Вселенной в рамках стандартной космологической
модели.

Многие физические системы, включая и саму Вселенную, можно рассмат-
ривать как идеальную жидкость (см., например, [2, с. 61–72], [4, с. 105]).
Идеальная жидкость имеет в каждой точке некоторую скорость υ, причём,
по определению, наблюдатель, движущийся с этой скоростью, воспринима-
ет жидкость как изотропную. Это имеет место в том случае, когда средняя
длина свободного пробега частиц между столкновениями меньше линейно-
го масштаба, используемого наблюдателем. Идеальной жидкость называется
ввиду того, что вклады теплопроводности и напряженностей, вызываемых
вязкостью, отсутствуют.

Приведённое определение идеальной жидкости можно сформулировать
с помощью тензора энергии-импульса. Пусть в начальный момент времени
мы находимся в такой системе отсчёта (будем отмечать её знаком «тильда»),
в которой рассматриваемая жидкость покоится в какой-то заданной области
пространства-времени. В этой области тензор однородно и изотропно распре-
деленного вещества диагонален и его компоненты имеют следующий вид:

T̃ab = pδab, T̃a0 = T̃0a = 0, T̃00 = ρ,
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где a = 1, 2, 3, и сигнатура метрики (–,+,+,+). В рассматриваемом случае
радиационной доминантности мы имеем уравнение состояния p = ρ/3. Здесь
материя рассматривается ультрарелятивистской, для которой справедливо
ρ ∼ a−4 (см., например, [5, c. 112]).

В среднем вещество покоится в сопутствующей системе отсчёта, поэто-
му единственная отличная от нуля компонента 4-скорости — это u0. Тензор
энергии-импульса тогда можно записать в общем виде:

Tab = ρuaub + p(gab + uaub), (1)

где a, b принимают значения 0, 1, 2, 3.
Отсутствие теплообмена между отдельными областями жидкости означа-

ет, что движение происходит адиабатически, причём в каждой области жид-
кости (см., например, [6, с. 17]).

При адиабатическом движении энтропия каждого участка жидкости оста-
ется постоянной при перемещении последнего в пространстве. Тогда адиаба-
тичность движения выражается уравнением

d

dt
(sa3) = 0, (2)

где s— удельная энтропия.
Рассмотрим уравнение баланса энергии (см. [5, с. 110]). Можно записать

dE = −pdV . Подставив E = ρV ∼ ρa3 и разделив обе части уравнения на dt,
получим

d

dt
(ρa3) = −p d

dt
(a3). (3)

Выпишем уравнение Фридмана( ȧ
a

)2
+

k

a2
=

8π

3
Gρ (4)

и Эйнштейна—Фридмана

ä

a
= −4π

3
G(ρ+ 3p). (5)

2. Результаты для стандартной модели. Запишем уравнения Фридмана (4),
(5) в терминах температуры, учитывая, что значение температуры далеко от
массового порога (см., например, [3]). Преобразуя уравнение (5) c учётом
уравнения состояния

ρ = 3p =
π2

30
N(T )T 4, (6)

получим
ä

a
= −4π3

45
GN(T )T 4. (7)

Введём вспомогательную функцию

ε(T ) =
k

a2T 2
, (8)
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где k = 0, ±1 соответственно для плоской, открытой и замкнутой Вселенной
с масштабным фактором a ≡ a(t), зависящим от времени. Учитывая (6) и
вспомогательную функцию ε(T ), представим уравнение (4) в виде( ȧ

a

)2
+ ε(T )T 2 =

4π3

45
GN(T )T 4. (9)

Учитывая уравнение состояния, закон изменения энергии (3), используя усло-
вие адиабатического расширения Вселенной (2), получим связь масштабного
фактора и температуры:

ȧ

a
= − Ṫ

T
. (10)

Подставив это выражение в преобразованное уравнение Эйнштейна—Фридма-
на (9), получим одно из (термо)динамических уравнений эволюции Вселен-
ной: ( Ṫ

T

)2
+ ε(T )T 2 =

4π3

45
GN(T )T 4. (11)

Используя (8), получим уравнение

ε(T ) = k
(2π2

45

N(T )

S

)2/3
, (12)

где S ≡ sa3 —полная энтропия в объёме, определяемом радиусом кривиз-
ны a (масштабом). Отметим, что N , S и, следовательно, ε постоянны в рас-
сматриваемом интервале температур или времени (a непостоянно).

В итоге динамическим уравнением эволюции Вселенной в терминах тем-
пературы и энтропии является уравнение (11).

3. Исследование результатов. Все соотношения, рассмотренные в данной
задаче: плотность энергии вещества ρ(T ), её связь с давлением ρ = 3p, удель-
ная энтропия s(T ) и другие, справедливы для радиационно-доминантной ста-
дии эволюции Вселенной, которая длилась до момента времени t порядка
4 · 1010 c, а по температуре в единицах энергии изменялась примерно с 1019 ГэВ
до 10−9 ГэВ.

При численном исследовании зависимости T (t) все величины заданы
в естественной системе единиц, в которой постоянная Планка ~, скорость
света c и константа Больцмана kB полагаются равными единице. При этом
гравитационная постоянная G = 1/M2

Pl, где MPl —Планковская масса. Для
численных расчётов необходимо знать в явном виде функцию N(T ). Поэтому
воспользуемся значением N(T ) = 106,75 для T > 300 ГэВ, N(T ) ' 10,75 для
T ∼ 10−3 ГэВ (см. [7, c. 124]).

Термические уравнения очень важны для понимания процессов, происхо-
дящих на всех этапах эволюции Вселенной. Знание этих уравнений откры-
вает возможность оценивать момент «вымерзания частиц», позволяет найти
барион-антибарионное отношение и определить особенности расширения Все-
ленной на протяжении значительного времени.
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На приведённом рисунке можно проследить характер зависимости реше-
ний уравнения (11) для различных значений функции N(T ). Получены чис-
ленные решения термодинамических уравнений (11) для разных случаев:

T =
5,96346 · 108√

t− 7,11258 · 1017C
(ГэВ), C = 0,00016;

T =
1,05255 · 109√

t− 2,21572 · 1018C
(ГэВ), C = −48679;

размерность t = [ГэВ−1], C —постоянная величина, соответствующая началь-
ным условиям.

Решение термодинамического уравнения (11) на радиационно-доминантной стадии эволю-
ции Вселенной при N(T ) = 106,75 и T > 300 ГэВ (время по оси абсцисс отложено в обрат-
ных энергетических единицах в используемой системе единиц, или 7,5 ·10−11−9,9 ·10−11 c)

4. Термодинамические уравнения с учётом тёмной энергии. Космологи-
ческие решения, полученные ранее, нельзя рассматривать как реалистиче-
ские [2]. В действительности плотность энергии в современной Вселенной
обеспечивается нерелятивистским веществом (барионы и темная материя,
а также те типы нейтрино, чья масса заметно выше 1 K ∼ 10−4 эВ), ультраре-
лятивистским веществом (фотоны, а также тот тип нейтрино, масса которого
меньше 10−4 эВ, если такое нейтрино существует) и тёмной энергией.

О ненулевой плотности тёмной энергии и тёмной материи свидетельству-
ют следующие факты [5, 8, 9, 10]: согласование результатов возраста Вселен-
ной, полученных разными методами, гравитационное линзирование, изучение
эволюции галактических кластеров при разных красных смещениях, изуче-
ние равновесия газа в богатых галактических скоплениях, уменьшение ярко-
сти сверхновых и другие.
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В пользу того, что тёмная энергия действительно существует, говорят
несколько наблюдательных фактов. Во-первых, Вселенная с хорошей степе-
нью точности пространственно плоская, а это означает, что полная плотность
энергии в ней совпадает c критической плотностью ρc. Однако оценки плотно-
стей кластеризованной тёмной материи и известных частиц меньше ρc. Недо-
стающий вклад— вклад тёмной энергии. Во-вторых, наблюдение за сверхно-
выми типа Ia показали, что далекие сверхновые выглядят тусклее близких.
Это может быть проинтерпретировано как свидетельство ускоренного расши-
рения Вселенной (в не слишком далеком прошлом). Ускоренное расширение
в общей теории относительности возможно только при наличии тёмной энер-
гии, плотность которой не зависит (или слабо зависит) от времени [2]. Таким
образом, доминантный вклад в плотность космологической материи вносит
неизвестная форма энергии, которая приводит к антигравитации в косми-
ческих масштабах и расширению с ускорением. Однако так было не всегда.
В течение практически всей истории Вселенной тёмная энергия была субдо-
минантной и только недавно, при красном смещении z ≈ 0,3, она снова стала
доминировать [5]. В силу этого факта можно утверждать, что учёт тёмной
энергии в термодинамическом уравнении (11) приведёт к уточнению реше-
ния, а не к кардинальному изменению его вида.

Вообще говоря, Вселенная могла бы иметь и ненулевую пространственную
кривизну. Поэтому все соответствующие слагаемые необходимо учитывать
в правой части уравнения Фридмана (4). Тогда оно примет вид( ȧ

a

)2
=

8π

3
G(ρM + ρrad + ρΛ + ρcurv), (13)

где ρM, ρrad, ρΛ —плотности энергии нерелятивистского вещества, ультра-
релятивистского вещества («радиации») и тёмной энергии. Здесь полагаем,
что ρΛ является постоянной величиной, поэтому можно считать эту плот-
ность также и плотностью вакуума. По определению,

8π

3
Gρcurv = − k

a2
.

При этом будем считать, что

ρ = ρM + ρrad + ρΛ. (14)

С учётом (14) плотность энергии вещества примет вид

ρ(T ) =
π2

30
N(T )T 4 + ρΛ. (15)

Термодинамические уравнения с учётом уравнений (11) и (15) можно за-
писать так: ( Ṫ

T

)2
+ ε(T )T 2 =

4π3

45
GN(T )T 4 +

8π

3
GρΛ. (16)
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Уравнение (16) является термодинамическим уравнением с учётом тёмной
энергии.

Заключение. В работе получены термодинамические уравнения эволю-
ции Вселенной в явном виде при условии, что ряд физических параметров
системы (плотность энергии вещества ρ, давление p, функция распределения
бозонных и фермионных степеней свободы N) должны удовлетворять опре-
деленным требованиям. Однозначная зависимость температуры от времени
позволила построить кривые, описывающие характер изменения температу-
ры T . Было установлено, что T ∼ 1/

√
t. При этом заметную роль играет

функция распределения N : при разных значениях степеней свободы частиц
темп изменения температуры разный. Таким образом, можно сделать вывод,
что остывание Вселенной происходит с ускорением.

Была рассмотрена модель с ненулевым значением плотности тёмной энер-
гии. Получена явная зависимость температуры от времени в этом случае.

Нельзя исключить возможность того, что ρΛ в действительности зависит
от времени. Например, можно было бы рассмотреть тёмную энергию с урав-
нением состояния pΛ = wΛρΛ с wΛ 6= −1; в этом случае её плотность изме-
нялась бы с масштабным фактором по степенному закону. Наблюдательные
данные свидетельствуют о том, что −1,2 6 wΛ 6 −0,8.

С учётом этого основные выводы данной работы остаются справедливы-
ми, хотя при wΛ 6= −1 формулы приобретают более громоздкий вид. Следует
подчеркнуть, что вопрос о зависимости ρΛ от времени— один из важнейших
вопросов как с точки зрения космологии, так и с точки зрения физики частиц,
поскольку он прямо связан с происхождением тёмной энергии.
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