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В.Л. Спицын 

О МЕТОДЕ РИМАНА-АДАМАРА ДЛЯ ОДНОЙ СИСТЕМЫ 
ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ТИПА ВТОРОГО ПОРЯДКА 

Построена матрица Римана-Адамара задачи Коши-Гурса. Методом Римана-Адамара получено клас
сическое решение задачи Коши-Гурса для гиперболических уравнений второго порядка в случае, когда 
матрица коэффициентов имеет комплексно - сопряженные корни. 

Рассмотрим в области = {(^,//^О (т/<l} систему уравнений 

(1) 

где L̂ =( и J, 112^- искомый 2x1-вектор, G- заданная над полем вещественных чисел 2x2-
матрица; // - положительное число. 

Задача Коши - Гурса, Найти вектор -функщпо (7(̂ 4!»7ЛУДОВлетворяющую системе (1) и ус
ловиям 

U{^,tl)e ф)глС'{в); (2) 

^lim|^J {U,-U^) = v{^),4ej; (3) 

и{0,г))= (TJ), r}eJ, J = (0,1), 

где v(t), ^(t)- заданные 2x1 -векторы. 
Построение решения поставленной задачи проводится методом Римана- Адамара. Наряду с 

системой (1) рассмотрим сопряженную с ней по Лагранжу систему 

M[v] = Vf ' G G 
V V , - v ^ = o . (4) 

Определение [5]. Матрицей Римана- Адамара поставленной задачи Коши- Гурса для системы 
(1) будем назьгоать квадратную матрицу второго порядка 

где R - матрица Римана системы (1); Н - аналитическое продолжение матрицы Римана для задачи 
Коши- Гурса, если соблюдены следующие условия: 

1) каждая строка матрицы ?F относительно переменных rj является решением системы (4); 
2) каждый столбец матрицы Ж относительно перемештых ^о, Щ является решением системы (1); 
3) имеют место равенства 

где [fr]= lim[)^(^, + ^о^ 7 о ) ^ ( ^ ^ ^ ^'^ ^о» 7о) ] • скачок функции ^Гна линии ri=B,o \ Е -

единичная 2x2 - матрица. 
Матрица Римана для системы (1) известна [1]. В рассматриваемом случае она имеет вид 

R(G)=±G, 
/=1 

V 
м 

м 

Uo ^2 (6) 
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где ' ^ 'Ĵ j - двойной вьфожденный гипергеометрический ряд из списка Горна [2]; 

Gi Д - соответственно идемпотенты и собственные числа матрицы G [3], 

Из анализа матрицы (6) следует, что на линии 7j=(^ она имеет особенность довольно высокого по
рядка. Поэтому для произвольной точки ((^о,ф) е ^ необходимо строить аналитическое продолже
ние на ту часть рассматриваемой области, где г]<(^о - Применяя формулу аналитического продол
жения для гипергеометрической функции Гаусса [2] 

F(a,b;c;z) = r 
с, Ь-а 

с-а, b 

+ Г 
с, а-Ъ 

(-z)-V(6 + l~c,6;6 + l~a;z-^), 

после некоторых преобразований получим аналитическое продолжение матрицы Римана (6) ви
да 

/=1 о У 1 

.fori Т — ^ 
•Ло) 

;р;цт 

fXi,Xi 1 
2А-г р 

где функция Из 

По - ^ 0 (^о-^Хл-Т1о) 
Нз 

'l-Xi,l-Xi 1 

- двойной вырожденный ряд из схшска Горна [2]. 

(7) 

Первую группу слагаемых в правой части разложения ( 7 ) используем для построения матри
цы Римана-Адамара задачи Коши-Гурса. Представим матрицу H ( G ; f, /7 ;fo9 7О) формулы ( 5 ) в 
виде 

/=1 
В.. 

'Xi,Xi 1 
2Xi р (8) 

где а{М) - произвольные константы, подлежащие определению. 
Потребуем выполнения условия 

= 0, 77 = ^ 0 - (9) 

Здесь [w]=lim R - . H , £ > 0. Выберем сколь угодно малое положительное число s и 

изучим поведение матрицы Римана-Адамара в £--окрестности линии ri=^o • С этой целью разложим 
входяпще в матрицу (7) двойные ряды Н2, Нз по гипергеометрическим функциям Гаусса 

20 



^Л1,\ - Яг 
1 •,p;jur 

»=о(1)„«! 
Ж, 1 - /1г 

1 + п 

("Я/Дг 1 
2Яг /? 

Y р 
2 Я/ 

(10) 

(11) 

Можно заметить, что на лшши TJ-^ двойные ряды (10), (11) имеют особенности для любого 
индекса суммирования п. Более того, особенности носят логарифмический характер при и, равном 
нулю. Для выделения особенностей воспользуемся в логарифмическом случае тождеством [2] 

F{a,b;a + b;z)=r F(a,6;l;l-z)ln 

+ Г 
: (1)««! 

а,Ь} 
' 1 ^ 

1 - Z 

[2у/{^ + «) - у/{а + и) - уу{Ь + и)Х1 - z)", 

а в общем случае -

+ Г 

F{a,b;c;z) = T 

''c,a + b + c 
^c-a,c-b 

F{a,b;l-c + a + b,l-z) + 
c,c~a-b 

\c-a,c-b)' 

(l - zy-'^-^'F{c - b,c- a;\ + c-a~b;\-z). 

(12) 

(13) 

В терминах функций сравнения, при z стремящемся к единице, тождества (12) и (13) имеют вид, 
соответственно 

^а-\-Ь\ т 
[с +1 + 0(1 - z)ln(l - z) = 0(1 - z)J, с = const \ Fia, b;a + b; z) = - r 

F{a,b;c; z) = -Г 

a,b ) 

^c,c-a-b 

c-a,c-b 
[l + 0(1 - z)]+ 0(1 - z)[l + 0(1 - z ) . 

Обратимся к формулам (10) и (11). У^штывая показанные вьппе упрощенные тождества (12) и 
(13), после некоторых преобразований получим в 8 - окрестности линии ri=^o следующие разложе
ния матриц Римана - R и Римана-Адамара для задачи Коши-Гурса - Н: 

г=1 

1 -Г Г 
1 ^ 

.1 - Лг, Xij 

00 

^Ъхп{\-Ли^{)„ 

1с,{Лг)-т-р) + 0{е) 

l + 0(f) (14) 

2 f ^ 

1=1 

а(Д/)Г 
' 2Лг ^ 
уЛг, Лг^ 

С 2 ( Я 0 - ь 

1 PJ 

й'«(1-яО„(яО/ 
(15) 

Подставляя разложения (14) и (15) в условие (9), находим матричный коэффициентг 
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' Xi Л 
^2Xi, 1 - Xi) ' 

определяющий матрицу Римана-Адамара для задачи Коши-Гурса 

-iXi 

H(G) = XG.r 
i=l 

Ai 

(^2Ai,l-AiJ(ro-rX7o-^) 

Ai,Ai 1 
(16) 

Пусть матрица G имеет комплексно сопряженные корни Д/ - Д = ог+гД Д̂  = Я = а-/Д Преобра
зуем матрицу Римана-Адамара поставленной задачи Коши-Гурса (5) к виду, допускающему явное 
разделение на реальную и мнимую части. Это можно сделать, если найти интегральные представ
ления для вырожденных рядов За и Из. 

В самом деле, запишем функции Ег и Нз в виде повторных рядов 

"2 
. У 

И. 
a,j3 ^ 

т\ 

(17) 

(18) 

Используя интеграл Эйлера первого рода для бета-функции, формулу Эйлера для гипергеометри
ческой функции Гаусса [2] 

F(a,b;c;z) = r 
' с ^' 
b , c -b 

Jtb-i(i_t)^-b-i(i_zt)-''dt, Rec>Reb>0, | arg( l-z) |<^, 

проверяемое тождество 
•» п 

V ' Z 
п+1 

:^п!(с)„ ^ " ' § ( с + 1)„(2)„ ' 

находим искомые интегральные представления рядов (17) и (18) (соответственно): 

^а,Р \ ( у Л\\ 
;х;у = Г 

У / \tf^-\\-t)y-^-\\-xt)-'^{\ + 
о о 

+ y{i-t)^-sy ^ ^QF^{l;y{}.-t)s)isdt, Re^ > Re/? > 0 ,Rea < 1; (19) 

Н. •,x\y = Г 
Л1 1 

V^-' ( i -0 '^ '^"' ( i -^0""[ i -
0 0 

- ;»;(l - AT̂Xl - s)'" 0 ^1 (2; - У^ " xt)s) dsdt, Re <5 > Re Д > 0, Re « < 1. (20) 

Заметим, что при выводе формул (19) и (20) приходится дважды менять порядок ингегрирова-
ния и суммирования. Это возможно в силу сходимости соответствующих рядов при 0< t <1 и 
0 < S < 1 . 
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Введем обозначеш^я весовых функций 

(21) 

Применяя формулы (19) и (20), обозначения (21) и функциональное соотношение для гамма-
функции r(z)r(l -z) = nlsin яг, 

/=1 

sin TtXi д̂  
TV 

1 1 

о о 
+ г (l. t)(l - о ^1 (2; //^(l - t)s)^sdt, Re 2Я/ € (0Д). (22) 

1 1 
1 1 

0 0 

1 + 

+ /иг 2; Jilt s 
V I P ) J 

\ p J 

dsdt. Re 2Яге (0Д) , (23) 

получим матрицу Римана- Адамара поставленной задачи Коши-Гурса W(G ;̂  , r|j Ло) (фоР" 
мула (5)). 

Не ограничивая общности, в наших условиях ( с выделением главных ветвей) матрицы (22), 
(23) можно записать в виде 

R{G) = 
-Q Р. 

; H ( G ) = 
^ S 
-Т S • о = (24) 

где Р = Р(а,Р) =Re R(X); Q = Q(a,P) =Jm R(X); S(a,P) =Re T(a,P) =Jm H (X) - вещественные 
функции вещественных переменных а,p. Они определяются следующими формулами: 

Р 

^ 0 0 1̂^̂  ^^^^ cosy^ + sin тга ch7rj3 sin y^ 

A « - i n ^л-« _,Jsm;rach^-;5cos/2 -cos;rash^-^sin/2 ^ ^ 

cosTta shTup COS;K2 sm л-а cn;^ sin/2 

X juTt-" (1 - 0" (1 - pty" (1 - s)"-' 0 F, (2; /^r(l - t)s)\isdt, 

pin 
t(l-pty 

/2= pin ^^(1-0(1-^) 
t(l-pt) 

(25) 

И 
0 0 

S] h"^ Jsin Tza сЬяг/? cos 5^ - cos n a sĥ -Zfein̂ j 
^ 0 0 [cos^-ash^yScos^i+81пя-асЬл"^81п^1 

{sin яа ohrup cos 82 - cos тга sb7rj3smS2 

cos л-а sh7rj3 cos(^2 + sin ;7га сЪтг/З sin ^ 2 

/ 1 
1 - - dsdt; 
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5у -Д1п fad-О 
1 - 1 ' 

Р 

ht(l-t) (26) 
d-s) 

Выведем формулу Римана-Адамара, доставляющую рещение поставленной задачи Коши-
Гурса при наиболее общих предположениях относительно спектра матршда системы (1). Для этого 
поступим следующим образом. Составим векторный аналог тождества Грина для системы (1) [4]: 

WL[U]-M[wp = - ^ 
2д^ WU^ -W^U + 2W -и 

1 д + -• 
2drj WU^ -W^U + 2W 

4-rj J 
(27) 

Для произвольной точки ((^0 ,Tjo) e D проинтегрируем тождество (27) по области DJCLD, яв
ляющейся суммой областей 

D,={(^,JT)\Q<^<^,-d, ^,+S<rj<r)„ ^ + ^e'-S' +S<7j}; 

D,={{^,rj)\^<0, ^ + yls'-S^-6<7j<,^,-s}, V£>^l2S>0. 

Применяя формулу Грина [6], приходим к тождеству 

dD 

G 

WU^ - W^U + 2W 

WU^-W^U-2W-^U 

d^, 

drj-

4-n ) 
(28) 

где 3D = cD2 u cDs - двусвязный контур, состоящий из восьми отрезков. 
Если ?7 ( f , 7)есть решение поставленной задачи для системы (1), /7 ;fo5 7о)" матрица 

Римана-Адамара поставленной задачи системы (1), то из тождества (28) приходим к сумме восьми 
интегралов вида 

1 л = 
А=1 о L 

w{u^-u,)- AG 

0 
Ч0 

So 

и 

WU^-W^U + W 
fo-̂ r 

dn + f 

и d^ + 

2G 

2G 

wu^-w^u-wj^ и d7]+ 
#=0 

и 
0 L 

WU^ -W^U + W 
2G 

и d^-

WU^-W^U-W 
2G 

и 
1 «1 -

dn-
_ 

и d^ + 

J 
lo-li L 

w(u-u,)- 2G 
и d^ =0, 8 = ^IE^-6^ . (29) 

Bo всех интегралах, кроме первого и восьмого, в выражении (29) применим интегрирование 
по частям. Приводя подобные, учитывая свойства матрицы Римана-Адамара и ее обозначение, по-
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еле преобразований находим формулу Римана-Адамара для получения решения поставленной за
дачи Коши-Гурса (Дарбу): 

2 io-^i 

^ о L 

+ н - н . + н — и 

e,-Si- V 
н dri + 

^=0 
R drj + URUJ + 

2 1(#о-̂ 1,1о+'У) 2 ^^^^^ 
и dri - 1 ( Н С / ) + l ( H f / « + 

1 
+ -

2 

AG 
и d^ (30) 

Заметим, что в формуле Римана-Адамара (30) присутствуют две произвольные сколь угодно 
малые положительные величины еи S, яг которые могут налагаться взаимные требования , на
пример, в нашем случае S= s а >0. Это связано с тем, что понятие сходимости несобственных 
интегралов в смысле главного значения в случае функций двух переменных сводится к нахожде
нию «согласованных» границ областей интегрирования и, следовательно, контуров интегрирова
ния. Точнее, таких контуров, интегралы по которым взаимно компенсировали бы друг друга по
добно случаю, рассмотренному в классическом примере Адамара [7]. 

Подстановкой в формулу (30) матриц Л и И - Римана-Адамара (24), с существенным исполь
зованием свойств этих матриц и применением краевых условий (2), (3), предельным переходом, 
при е ,S, стремящихся к нулю, получим решение поставленной задачи: 

)2а-1 ^ 0 -а 4о 

71 

dr] + 
-а Щ 

71 4о 

Pi й 
О 

В решении (31) функции S\ и Т\ определяются следующими формулами: 

drj. (31) 

1 1 [sin 7т:а Qh^fi cos Vj - cos^^a sh;r^sin 
T^] J J [cos 7га sh7rj3 cos + sin тга ohnp sin v, J 

sinл:achл•/?cosv2 -cos^^or sh;;ry&inv2 ] //(<̂ o ~̂ X̂ o ""^) 
cos ка sh7r/3 cos + sin 7га сЬлг/? sin 1/3 J 4 

2; . / fgo- i&o- l ) , dsdt, 

/.1 4/(1-0 ^, 4/(1-0 

Bo втором интеграле решения (31) функции S2 и Т2 имеют вид 
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'2 J 

1 1 

0 o L 

sin яа сЪл/З cos //j - cos^or sh^r/fein//, ] 

COS Tua slciTvP c o s / Z j H- s i n jva сЬлу5 s i n / /^ 

s i n ^ o r chnp c o s //2 - cosTua sh;ry5sin//2 

c o s лгог 8Ья/9 c o s / i 2 + s i n я-а сЬ:7Г;0 s i n /̂ 2 

s dsdt. 

где =y?ln- Mi-t) Mi-t) 

В третьем шггеграле формулы (31) функции Рх и Q\ определяются следующим образом: 

1 1 

о о 

[sin яа сЬлу? cos - cos яа sh^y&inSj 
[cos ка sh^fi cosSj + sin яа скя^ sin 

sin^-a сЪя^ cos52 - cos^-a sh^;/?sin52 

cos^"a sĥ */? cos52 + sin^wr ch^-y?sin52 

где 9i =;51n-

(70 

dsdt, 

ri{\-tl\-s) 

. ' 7 ( 7 0 - ^ 0 ) > 

Т е о р е м а . Если я e , ^(f) e С ^ ( j ) , ^(/7) e С ^ (./), TO вектор-функция, определяемая фор

мулой (31), суть классическое решехше задачи Коши- Гурса для системы (1) в области D. 
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