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МАТРИЧНЫЕ ИНТЕГРОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ 
И ИХ ПРИМЕНЕНИЕ 

Рассматривается обобщение оператора дробного интегродифференцированш на матричный по
рядок. Обсуждаются и доказываются некоторые свойства, тождества и утверждения. Указана 
область приложений матричного интегродифференциалъного оператора к системам интеграль
ных уравнений абелевского типа и нелокальным краевым задачам для вырождающихся систем 
дифференциальных уравнений с частными производными. 

Дробным исчислением принято называть область математического анализа, в которой ис
следуются производные и интегралы произвольного комплексного порядка. Они применяются 
в самьпс различных областях естествознания - в физике, механике, химии, биологии и др. Наи
более полную библиографию, охватывающую практически все публикации по дробному ис
числению и его применению вплоть до 1986 года, можно найти в монографии С. Г. Самко, А. 
А. Килбаса, О. И. Маричева [1] , а также работах [2 - 6] других авторов, в которых затраги
ваются различные прикладные аспекты. 

Среди приложений дробного интегродифференцирования особое место занимают вопросы 
существования, единственности и возможности получить в явном виде решение уравнений и 
систем уравнений абелевского типа. Как известно [1], именно уравнение Абеля первого рода 
лежит в основе одной из конструкций дробного интеграла. 

Развитие идей и методов в теории дробного исчисления привело к появлению различных 
обобщений операторов дробного интегродифференцирования (операторы типа Эрдейи-
Кобера, Джбрашана, дробные интегралы и производные Вейля и Чженя, операторы со степен
но-логарифмическим ядром, операторы М.Сайго и др.) [1]. 

В данной работе рассматривается обобп1ение оператора дробного интегродифференциро
вания на матричный порядок. Введенный одним из авторов статьи [7,8] матричный интегро-
дифференциальный оператор позволяет с единых позиций подойти к вопросу о разрешимости 
некоторых классов систем интегральных уравнений абелевского типа, среди которых следует 
особо отметить систему обобщенных уравнений Абеля в связи с ее приложениями, например, к 
смешанным задачам теории упругости [9-12]. 

Основные определения и некоторые свойства матричного 
интегродифференциалъного оператора 

Пусть Д - любое комплексное число, Г{г) - гамма-функция Эйлера [13], функция 
Ах) €L{a,b). 

Для оператора дробного и н т е г р о д и ф ф е р е 1 щ и р о в а н и я Римана-Лувилля используем обозна
чения [1,6]. 

ах J ах J 

а 
(1) 

signix-a)— D^^^'^^^f , ReX<0,n = [-ReA] + l, 
dxj 

где [КеЯ] - целая часть числа КеЯ, а значение многозначной функции при A=a+fii выби
рается следующим: 

r'=r''[cos(^^lnr; + /sin(/?lnr;], г>0. (2) 
Если а>х , то вместо записьшают . Если КеЯ<0 , то, обозначая -Я=//, пишем 
, что представляет собой дробную производную порядка /м. 
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Известно, что дробный интеграл Djf определен почти всюду на (а, 6) и принадлежит 
классу L(a,b), а интегралы (производные) комплексного порядка Л (ЯеЛ^) являются аналити
ческим продолжением по параметру Л дробных интегралов (производные), определенных пер
воначально при 1тЛ=0 [1]. 

В случае чисто мнимого порядка дробные производные определяются в соответствии с (1) 
по формуле 

Г(1-//?) дх x-t (3) 

Дробные интегралы чисто мнимого порядка принято определять как Djf = — у^. 
дх 

КИМ образом, 

(4) 

Подобно формулам (1) определяются операторы со степенно-логарифмическим ядром [14]: 

ах ^ ах J 

sign(x-a) "rln 
Г(Я) ^\x-t 

x-t 
—f(t)dt ,ReX>0,meN; 

(5) 

sign(x-a)— 
ox 

Я л 

Из определения (4) видно, что, например, D^-^f возникает при дифференцировании по 
параметру Л дробного интеграла (1): 

dЯ 
0-:Г-0-^^'^/-у,{Я)0-^/, (6) 

где yA^z) - пси-функция Эйлера [13]. 
В работах M.Saigo [15-17] введены интегральные операторы 

signjx - а) " 
Г{а)(х-аГ' 

sign(x - а) 

x-t я-1 а + /3,-г];а; x-t 
х-а 

f(t)dt ,Re Я>0; 

(7) 

дх 
f , Re fl<0, «=[-Re^] + l , 

сводящиеся при J3~a к операторам дробного интегродифференцирования (1), где 2F1 (ос, Д* 
у; 2)- гипергеометрическая функция Гаусса [13]. 

Приведем определение и сформулируем некоторые свойства функций от матриц [18-20], 
используемые в дальнейшем. 

Обозначим Мп - множество постоянных матриц порядка п, Л(С) ={Л} - спектр матрицы 
G: GeMni Лг- собственные значения матрицы G, Л ̂ С. Пусть ЯсС - произвольная область на 
комплексной плоскости : Л(С) сЯ. 

Рассмотрим отображениеy(z): f{z):H'->X^ гдеX, в частности, может быть областью на 
комплексной плоскости, множеством функций комплексной или действительной переменной, 
зависящих от ЯвЯкак от параметра, множеством операторов дробного интегродифференциро
вания или их различных обобщегиш и т.д. 

С помощью интерполяционного многочлена Лагранжа-Сильвестра [18] можно определить 
значение отображения на множестве квадратных матриц [7] : 
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где 1//\Л) = -

-lU'i) 

(8) 

Очевидно, если ХсгС, afiz) - аналитическая функция, то определение (9) является опре
делением функции от матрицы и при и =2, в частности, дает следующие представления: 

/ ( Я ) ,;j = l,m^ ;k = l,s. 

Е/(Я) - (G - ЛЕ)Г(Я), Я,=Я2^Я. 

(9) 

Л е м м а 1 [18]. Пусть Ае Мп, fiz) - аналитическая функция с областью определения 
D(f): А{А) ciD{f). Тогда спектр А(В) матрицы В^ЛА) состоит из чисел jSt^fi^), OtE Л{А\ 

Л е м м а 2 [18]. Если суперпозиция двух аналитических функций g(z)=h{/(z)) определена 
на спектре матршщ А, то g(A)=h{f(A)). 

Л е м м а 3 [21]. Пусть a(z) и Д^) - некоторые аналитические функции, определенные на 
спектре A(G) матрицы G, и a(G)==A, P{G)-B. Пусть (p{z) - аналитическая функция с областью 
определения D{(p): Л{А)иА{В)с:D{(p), Тогда матрицы (р{А) и (р{В) коммутативны и обе записы
ваются в терминах матрицы G. 

Например, для матрицы А€М2: A-a(G) с з/'четом перечисленных свойств и формулы (9) 
матрица 

1 *~ 2 2 — ^1 (10) 

r" [£- (G-"A£) lnr ] Aj — А2 = Я, 

где г>0, at еЛ(А\ Д/ EA(G), /=1,2 , а функции т ' при е̂ С определены в (2). 
Дадим теперь определения некоторых специальных символов и функций, зависящих от 

матричного аргумента или зависящих от матрицы как от параметра. 

1. Гамма-функцией ^G) называется матрица, определяемая для GsMn по формулам (8), а 
если GeM2, то в соответствии с (9) получим 

^5Г(Я) + (G ~ Я£)Г'(Я) , Я̂  = Яз = Я, 
где Г(г) - гамма-функция Эйлера [13]. 

Используется также логарифмическая производная гамма-функции, называемая пси-
функцией Эйлера [13]: 

Соответствующая матрица, например, для Ge М2 , определяемая по формулам (9), имеет 
вид 

1 ^2 Я2 ~ Я| 
(13) 

Я| —- Я2 = я. 

2. Символ Похгаммера {А)п,АеМп определяется равенством [22] 
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(А)п = А(А+Е),..[АНп-1)Е]=Г(А+пЕ) [ЦА)]'', «=1,2,.., (14) 
где {А) о , r{z) - гамма-функция Эйлера. 
3. Гипергеометрическая функция Гаусса с коммутативными матричными параметрами опре

деляется как сумма ряда [22] 
(^)«(5)„ 

Z , (15) 
- о и!(С)„ 

который сходится абсолютно при UI < 1. 
Пусть a{z\ p(z\ y{z) - аналитические функции, определенные на спектре A{G) матрицы G. 

Тогда, используя леммы 1-3 и формулы (8), можно построить аналитическое продолжение 
матричного ряда (15) на всю комплексную плоскость z с разрезом по лучу |arg(l-z) I < л", если 
использовать интегральное представление гршергеометрической функции Эйлера [13] 

F{a, Р; г, Z) = ^^J^^^^ _ d " ty-'" О - z t V dt. (16) 
Пусть GeM2 , A=oiG), B=p{G) и C-y{G). Их собственные значения соответственно 

h^AiG), OdeAiA), Д еЛ(5) и д е Л(С), причем Re ^ >Re Д>0. Тогда 

(17) F{A,B;C;Z) = 

ЕГ{а,Р;Г,г)+{в-ЛЕ)~Р{а,Р;г;^) , Л,=Л,^Л, 
аЛ 

d ^ ^ dF da дГ dj3 dF dy 
где —p{a,p;Л;z) = + + , причем частные производные гипергеометри-

dЛ да dЛ dfi dЛ ду dЛ 
ческой функции по параметрам определяются через ассоциированные гипергеометрические 
функции [23 - 25]. 
4. Функцию Миттаг-Леффлера [13] с матричным параметром определим как сумму ряда 

(18) 
к=0 

где Reap>0, ai€A{A\ а [ДЫ+£)]'^ - матрица, обратная к ДЫ+^Б). 
Для матрицы Ае Мг^в частности, получим 

А-а2Е 

а,-а2 

E^E^{z)^{A-aE)--E^{z) , а,=а2^а. 
аа 

(19) 

В работах [7,8] определение (8) бьшо распространено на понятие ингегродифференциаль-
ного оператора, являющегося матричным аналогом оператора дробного интегродифференци
рования Римана-Лиувилля. В соответствии с определением, данным, например, в [7] для мат
рицы G в М2 и вектор-функции (в.ф.) /(х) = (/i; Л )̂  ^ ̂ (̂ » Ь), получаем 

(20) D° f = 
"ax J 

ЕП^/ + {0-ЛЕ)^^В'^/ , Л,^Л,^Л. 

Из формул (20) следует, что если КеЛ\ и КеЛ2 имеют одинаковые знаки, то оператор может 
ассоциироваться с дробньш[ интегралом или дробной производной матричного порядка. 

Пусть КеЛ1 >0. Тогда с учетом определений (1) и (8) представление матричного интеграль
ного оператора f можно записать в виде 

30 



D-J^f = sign(x-a)[r(G)y (21) 

Формула (21) имеет один и тот же вид при Ai ч^Хг и при Ху^Х^ , однако, с учетом формул (10), 
(11)и(15) явное представление матричного оператора чер^з скалярные операторы при 
Х\ =^2 ^Я будет следующим: 

J>-^f = ED-Jf + (G - ^Eip-J:-^/ - y^WD-Jf] (22) 
где оператор D^'^ определен в (5), а у/(Л) определена в (12). 

Как и в скалярном случае [1], класс в.ф. f(x) е Lp{a,b), представимых матричным инте
гральным оператором D'J (22), обозначим I'^{Lp), 

Таким образом, 
/WE/^(zJ«3^(x) :K^)El^a ,6) , l<p<c« и f(x) = D:^<p. 

Пусть для определенности ReXt е(0,1). Подобно скалярному случаю формула 

D'^f = sign{x-a)^D-J^--V (23) 
дх 

определяет матричный оператор дробного дифференцирования. Если Xi^X2 , то явное пред
ставление оператора через скалярные операторы дается первой формулой в (20), а при 
Xi=X2 =Х оно будет следующим: 

Dif = signix-a) 
дх 

(24) 

Заметим, что определяя дифференциальный оператор 2)^ при Х\=Х2^Х формально равен
ством (22) 

Kf = signix - а) EDlf + (G - ^{D'J f - */^(-X)Dtf) 

И сопоставляя эту запись с формулой (24), получаем явное представление дифференциального 
оператора D^^ через дробные интегралы (см. (4)): 

(25) 

где использовано тождество ^^-z) - i//(l'z) = 1/z [13]. 
Л е м м а 4. (Полугрупповое свойство). Пусть GeMni ф), J3{z) - любые аналитические 

функции, определенные на Л(А) ={Л}. Пусть A(A)={ai} и Л(5)={Д} - спектры матриц 
A=a(G) и 5=ДО) соответственно, причем А{А),А {B)(zC+. Тогда равенство 

DjOjf = DjD-Jf = (26) 
вьшолняется для любой в.ф. f{x)^{f^\f^\,.,\f^Y ^L{a,b\ 

Доказательство леммы 4. Ограничимся случаем «=2. Используя леммы 1-3 и записы
вая операторы D'J и D'J по определению (20) в терминах матрицы G, в случае Хх^Х2 полу
чим 

jy-BJ.^ G-X,E (G-X,E G-X£ Л G-X£ 
"ах "ах У , ^ "ах ^ ^ "ах J ^ . л "ах J ^ "~ Л - Я , 

{G-X,E ^.g ^ G-X.E ^ в ^ 

Л . - Я , 
G-X^E 

Я л (XX ах J 

1 " " ^ 2 

Я . - Я , 

G-ХЛ 
"ах "ах J 

Коммутативность матричньпс интегральных операторов является очевидным следствием 
коммутативности дробных интегралов в скалярном случае. 

31 



в случае =Л.2 =Л с учетом (20) и (22) имеем 

D-jD-Jf = ED-
ах ах а: 

ED-Jf + {G-XE)-^D-Jf + (0-ЛЕ)^О-^Х[ЕО^/ + 
оа 

+ (G-XE)—D'Jf 
dj3 

= ED-J''*''^f + (G-ЛE) 
/- - - л 

D'" —D'^f + —-D'''D~^ f 
"ax ax J ' л "ax "ax J 

dp da 
= ED2''*''^f + {G-AE) D-:D-J''f + D-:-'D-Jf - (t^(a) + у^(Р))пТ''^/ 

Аналогично 

Равенство правых частей полученных выражений теперь является следствием коммута
тивности операторов ,D~J'^ и D'J ^^~с^'^ и, следовательно, можно писать 

^ ах J л. rj ах J 
да др 

откуда вьггекает утверждение леммы и для случая Хх^ХгП 
Л е м м а 5. Пусть вьшолнены все условия леммы 4 , тогда равенство 

Djx-a'Dj х-а f = D-Jx-aD 
J ах i 

7 (27) 

Х-а 
-в f = L{a,b) и Л{А)UЛ{В)cz{z:zeC,Rezе(0,1)} поч-выполняется для в.ф. / , 

ти всюду на {а,Ь). 
Приведем доказательство этого свойства для левосторонних операторов с началом в нуле и 

А, В еМг, 
В условиях леммы 4 матрицы AVLB определены как функции от матрицы G, Для матри

цы GGM2 И матриц ̂ =a(G) и B=P{G) по определению (20) в случае Х\^Л2, М eA{G) запишем 
левую часть равенства (27) при а=0: 

^0^D-^x--D-J^x-'^f^^^D-:^x'^^D-J^x-^'f, (28) 
где OieAiA), РеЛ{В). 

Согласно определению (1) для каждой композиции дробных интегралов в (28) имеем 
1 \х - tY'-'r"' dtUt - sY' s f(s)ds = ^ ; 

• Г{а,)Г{р,)1 

s-^'/(s)dsUx-t)''''\t-sy'''r'''dt , г = 1,2. 
(29) 

Полагая во внутреннем интеграле (29) t=x-{x-s)z и воспользовавшись формулой (16) , по
лучим 

у.-"! X 

^Лх-sy^''-'s-^'F а„аг,а, + Рг,— mds. 

Аналогично для правой части равенства (27) найдем 

^ 2 + Д ; — W ^ . 

(30) 

(32) 
Г{а,+Юо к 

После применения формулы автотрансформации [13] следует равенство J\= J2 .• 
Замечание 1. В процессе доказательства леммы возникли два интегральных оператора 

(31) и (32) с гипергеометрической функцией в ядре. Сопоставляя их с оператором M.Saigo (7), 
видим, что Jj = " ^ ^ Г х " ^ ^ ' * " ^ " ' " ' ^ ' ^ ' / = /";''^""""'^'д:""'/ и является одним из известных тождеств 
для операторов этого типа [15]. 

Замеченное обстоятельство позволяет ввести в рассмотрение матричный аналог оператора 
M.Saigo. Запись, дающая его определение , не отличается от (6), если положить в ней a=a(G), 
J3^J3{G), ri^T^G), где GeMn , а a(z), p(z), r/{z) - произвольные аналитические функции. 
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в терминах матричного оператора M.Saigo свойство, доказанное в лемме 5 , может быть 
записано так: 

где A=a(GlB=je(Gy 
Замечание 2, Часто встречающаяся в нелокальных краевых задачах [26 - 32] композиция 

интегральных операторов D'^x'^^D'^f'^^'^cp с учетом леммы 5 и замечания к ней может бьггь 
записана в терминах матричного оператора M.Saigo. Действительно , 

.-л A,A;E;^^(s)ds = l'J-''-'ip. 
О \ ^ 

(33) 

Рассмотренные ниже свойства касаются основных композиционных тождеств с интеграль
ными и дифференциальными матричными операторами. 

Пусть матрица А еМ^ и обладает следующим спектром: 
А{А)={а, :а,. € C ^ , « - l < R e a . <п,пеМ}. (34) 

В этом случае, обобщая (23), матричный дифференциальный оператор можно определить 
формулой 

К/ = (signix - a)^]"Dr-'V. (35) 

Как обычно класс абсолютно непрерьшных на отрезке/2 в.ф. f(x) обозначаем АС(П). 
Известно [ 33 ], что он совпадает с классом первообразных от суммируемых по Лебегу функ
ций. Через AC"{JQ), где и=1,2,... обозначается класс в.ф. таких, что 

f{x)e AC"{n)^f{x)e С"-'{п)п {f{x): f^"-'\x)e АС{п) . 
Нижеследующие теоремы отражают основные полугрупповые свойства матричньпс интег-

родифференциальных операторов. 

(36) 

(37) 

Т е о р е м а 1. Пусть матрица А Е М ^ , а ее спектр А{А) С . Тогда равенство 

KD-Jf = f{x) 
выполняется почти всюду на {а^Ь) для любой в.ф. f{x)eL{a,b\ а равенство 

D-jD'^f^f{x) 
- для в.ф. f{x)eli{L), 

Доказательство теоремы 1. В довольно частном , но весьма важном для приложений 
случае, когда собственные значения матрицы А удовлетворяют условию (35), доказательство 
теоремы 1 с учетом формулы (35) полностью повторяет аналогичные рассуждения в скалярном 
случае. 

Действительно, равенство (36) немедленно следует из леммы 4, так как 

sign{x - а) 
дх ) 

D -inE~A)jy-A f _ 
ах J signix - а)—\ D-ff = f{x). 

ах J 
Теперь пусть f{x) € (z). Тогда существует в.ф. ({{х) е L{a, b) : f{x)e D'J ср и равенство 

(38) D'J {D^DJ(P)= D'Jtp становится верным для любой в.ф. (р{х) в силу (37). 
Если же о спектре матрицы А известно лишь, что A{J^ С , ТО ДЛЯ доказательства теоре

мы нужно обратиться к определению (8). 
Ограничиваясь для простоты множеством Мг , заметим, что формулы (36) и (37) для 

-Ф «2 являются очевидным следствием аналогичных формул в скалярном случае. 
Действительно, используя (20), получим 

А-а,Е г,-щ^ , А-а,Е 
ах J 

+ • 
А-а,Е 

D1 
«2 - or, 

А-а^Е 

2)Г' / + 

А-а,Е 

"ах "ах J ^ "ах "ах J 
а, - а . «2-а, а , - а , 
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Также обосновывается (37) для а^Фа^ в классе в.ф. 
В случае, когда собственные значения = «2 = о т , можно указать единичный отрезок , та

кой, что ае[г7-1,п], neN, Но в этом случае имеет место формула (35) и справедливы рассуж
дения, приведенные в начале доказательства. 

Теорема доказана.П 
Доказанное в теореме 1 свойство (36) матричных интегродифференциальных операторов 

имеет прямое отношение к проблеме разрешимости систем интегральных уравнений Абеля. 
Пусть матрица А еМт, а ее спектр А{А) С . 
Систему интегральных уравнений (с.и.у.) 

;̂> = /(4 (38) 
где х> а>-00, ^(л:)и f{x) - m- мерные в.ф., рассматриваемую на конечном отрезке бу
дем называть матричным уравнением Абеля первого рода. 

Рассмотрим вначале случай, когда Rea^ е (0,l), а, € А{А). 
Действуя, пока формально, оператором на левую и правую части равенства (38) на ос

новании теоремы 1 и формулы (36), получим 
9{x)=Dif, 

ИЛИ, учитывая (23), 

9{x) = -D<'-'^f. (39) 

Таким образом, если уравнение (38) имеет решение, то это решение необходимо имеет вид 
(39) и , следовательно, единственно. 

Приведем одно достаточное условие разрешимости уравнения (38) в классе в.ф. L{a,b). 
Л е м м а 6. Если f{x)e АС([а,Ь,]),той D^^'"^ / е АС(1а,Ь]}, при этом 

D-f-'V = [Г{2Е - А)Г {х - af-' f{a)+ D<^'-^^f'. (40) 
Доказательство леммы 6. Так как f{x)eAC{[a,b,]), то в.ф. f{x) можно представить 

так [33]: 

f{t)=f{a)+]f'{s)ds. (41) 
а 

Подставляя (41) в левую часть равенства (40), получим 

D-J'-'^f = [Г{2Е - А)Г {х - аГ № - )̂Г' /(̂  " \ f ' { s ) i s dt. (42) 

Непосредственной перестановкой порядка интегрирования нетрудно убедиться в справед
ливости равенства 

ft л х/, \ 
lix-tY'l lf'{s)ds dt=f: j{t-sy'f'{s}is dt. (43) 
a \a J a\a J 

Очевидно, что первое и второе слагаемые в (42) являются первообразными от суммируе
мых в.ф. и, следовательно, абсолютно непрерывны. Представление (40) следует из того, что 

\Г{Е - А^ jf ]{f - s)-'r{s)dXt = ^{pf-'^ryit ^D-^Df-'^r . 
a\a J a 

По лемме 4 Dj D'^^'"^^ f = D'J^'^^^f, что и доказывает лемму 6.D 

Т е о р е м а 2. Пусть матрица А еМщ , а ее спектр А(А) = {а^ : а, е С ,̂0 < Rea^ < l] . 
Если f{x)e ^С([а,б]), то матричное уравнение Абеля (38) разрешимо в Ь{а,Ь), а решение 

(39) можно представить в виде 
ф) = [Г{Е - А)]-^ {х - аГ f{a) + Z)j^-^)/'. (44) 

Доказательство теоремы 2. Так как в силу леммы 4 D'^^'^^ f е AC[{a,b)], то, дифферен
цируя равенство (40), получим формулу (44). Разрешимость уравнения (38) теперь обосновьгоа-
ется непосредственной подстановкой (44) в (38), что и доказьшает теорему. • 
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Замечание. Пусть для простоты матрица А еМ2. В теореме не охвачены случаи, когда одно 
или оба собственных значения матрицы А принимают значения О или 1. Эти случаи не являют
ся особыми. Как следует из определения (20) они сводятся к очевидным соотношениям между 
скалярньшЕи операторами дробного интегродифференцирования. 

Случай, когда спектр матрицы А удовлетворяет условию (34), сводится к рассмотренному 
дифференцированием обеих частей (38). 

Т е о р е м а 3. Пусть матрицы AVLB удовлетворяют условиям леммы 4. Тогда равенство 
1>Ж/ = К'Лх) (45) 

вьшолняется почти всюду на (а,Ь) в следующих случаях: 1) А(В) С С_ , К{А + Б ) С С _ , f(x) е L{a, b); 

2) Л ( 5 ) е С „ Л ( ^ ) е С _ , / ( х ) € / ^ ( 1 ) ; 

3) л М с = С „ Л ( ^ + 5 ) е С „ / ( х ) е / Г ( х ) . 
Доказательство теоремы 3. 1) уели A{A\A{B)CZC_, ТО равенство (46) установлено в 

лемме 4. Пусть Л{А) С: . Тогда учитывая, что А{В) С С_ И Л{А + Б ) С С_ , ПО лемме 4 
D'Jj^^^f = D'J^^"^'^^ = / , откуда, используя (36), получим 

•^ax^axJ -^ах-^ах ax ^ax J ' 

2) в этом случае существует в.ф. ^(x)€Z(a,Z)): f(x)-D'^(p. Поскольку 
yl(- 5) с С_ и Л (./4) с С_ и, следовательно, + Б + ( - 5)) с С_ , то согласно первому случаю 
получим D ^ ^ V = K'D-Jcp = D':'-'(p = D^cp = 2 ) > ^ / ; 

3) в этом случае существует в.ф. (р(х) е L{a,b): f{x)^ Dj'^cp. Тогда, замечая, что 
А{В + ( - А - В)) = Л { - л) с С_ и Л { - А-В)с:С^ , в соответствии с первым случаем и (36), по-
лучим D M = DiD-jD-J-y = DiDl-'-'(p = i)^Z)„> = <p^ / • 

Теорема доказана.^ 
Замечание. В теореме допустимы случаи = О, Д = О и а, + Д. = О, приа,, Д € R, 

е A(A%j3^ е А(В) , а при некоторых дополнительных требованиях и случаи, когда 
Rep. = О,Rea. > О;Rea. = О,Rej3, < 0; Re(a. +jB,) = О,/геД > 0. 

Т е о р е м а 4. Пусть матрицы А и В удовлетворяют условиям леммы 4. Пусть 
Rea, е [0,l], Rej3. > О, Re(a, - Д ) < 1. Тогда формула 

х-а ах J Х - а D -в ^А-В 
Х - а 7 (46) 

справедлива для /{х) € Z(a, 6). 
Доказательство этой теоремы в L{a,b) достаточно громоздко и мы его здесь не приводим. 

В скалярном случае тождество (46) доказано, например, в [6]. В монографии [1] приведены и 
другие весовые формулы композиций трех интегродифференциальных операторов. 

х-а Приведем здесь простое доказательство формулы (47) в классе в.ф. 
Доказательство теоремы 4. Если \х-а^f еI^{L), то существует вектор-функция 

(р{х) € b): f{x) -\х-а\ ^ D'J (р. Подставляя Дх) в равенство (46) и учитьшая лемму 5 и тео
рему 3, получим 

xD 
х-а Х - а Х-а 
~А 

Х - а D'Jcp^x-a''D-J<p=x-a-''D'jDix-a'f = 

Х-а 

-в 
х-а Х - а \х-а 

х-а 

Теорема доказана.П 
Следствия. 
1. Если в (46) положить 5=£^- ,̂получим матричный аналог известного при а=0 [34] тож

дества Dix'^'^D'^^'^^f = x'^^^^^D^J'^x^f, справедливого для любых 

а, : Rea, е (0,l), а, е А(А% причем при а, : Rea, е 

x'f{x)eL{0,b), 
Я) оно верно для 
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2. Если в (46) положить А-=Е-В, то получим тождество D^^х^''-^D'J f = х'^D^^^х^~^ f, 

справедливое для любых Д. : ЛеД е (ОД), Д е Л(Б ) , причем при Д : Т^^Д G 

верно для х^~^ f{x)e L{0,b). 

оно 

в качестве одного из приложений матричных интегродифференциальных операторов рас
смотрим систему обобщенных интегральньпс уравнений (с.о.и.у.) Абеля в матричной форме 

A(x)CU(x)u + B{x)llV{x)u = f{x\ (47) 
где GeMn , А{х), В{х), U(x) и V(x) - функциональные [wxî l-матрицы, и=и(х) иДх) - вектор-
функции, = D J И = D~^ - введенные вьппе матричные интегральные операторы. 

Первая попытка решения с.о.и.у. Абеля содержится в работе N.Zeilon [35]. Более серьез
ные шаги бьши предприняты в уже упомянутых в начале статьи работах M.Lowengrub, J.Walton 
[11] и J.R.Walton [12]. В обеих работах рассматривается система двух уравнений (п=2) в весьма 
частных случаях. Так ,в работе [11] G4^1'iu)E, 0<//<1; 

А{х) = 
а,(х) О 

. О а^{х) 

о 

р,{х) о , ; и = V = 0, а система уравнений (48) при

водится методом аналитического продолжения к задаче Римана для двух пар функций. Содер
жащееся в этой работе рещение задачи Римана опшбочно. В работе [12] дано сведение системы 
уравнений (48) к полному сингулярному уравнению для следующих матриц: 

G = 

и = 

1-//, О ^ 

а 
О 1-М: 
. 0^ 

, 0 < / / < 1 ; А{х) = 

О а 

2/ 

4 W о ^ 
о а,(х) 

,В(х) = 
О /3,(х)] 

ГО b,,^ 

12 у о 

в работах И.Л. Васильева [36,37] система уравнений (48) для GsM^ , G'^oE , ̂ (jc) и В(хУ 
матрицы-функции, t/=F=0 сведена к системе сингулярных интегральных уравнений; аналогич
ное исследование проведено и для систем с матрицами А{х)-В{х) =0, U, Ve Мп . 

В работе А.А. Андреева [8] система уравнений (48) рассмотрена в самом общем виде и 
указаны условия ее нормальной разрешимости. 

Другим приложением матричных интегродифференциальных операторов является круг 
нелокальных краевых задач для вырождающихся систем дифференциальных уравнений с част
ными производными. Некоторые работы авторов [26-32] в этом направлении уже упоминались 
в начале данной статьи. 
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