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МОДЕЛЬ ПОВЕДЕНИЯ УПРУГОПЛАСТИЧЕСКОГО АНИЗОТРОПНО 
УПРОЧНЯЮЩЕГОСЯ МАТЕРИАЛА 

Предлагается модель описания поведения изотропного материала, приобретающего анизотроп­
ные свойства в процессе пластического деформирования. Эта модель - вариант теории течения 
анизотропно упрочняющихся материалов с первоначальным условием пластичности Треска. Пока­
зано, что принцип макродетерминизма приводит к ограничениям на выбор сингулярной поверхно­
сти нагружения и параметров истории. Проведено сравнение поведения материла, определяемого 
этой моделью, с экспериментальными данными при сложном нагружении. 

В качестве начальной поверхности нагружения выберем поверхность текучести Треска 
max о т , - а , -к {i^j). (1) 

Изменения этой поверхности в процессе нагружения будут определяться следуюгцим обра­
зом. Собственные значения тензора напряжений заменим на собственные значения тензора ак-
тивньпс напряжений Кадашевича-Новожилова [3] S^J = а̂ у - qe^j , а константу А: - на функцию 
материала k(q), аргумент этой функции q - параметр упрочнения, а сама функциональная за­
висимость определяется с помощью экспериментальных: данньпс. Способ определения этой 
функции будет предложен в дальнейшем. 

В результате этих изменений уравнение поверхности нагружения примет вид 
m^x\s, -Sjl^kiq) (i^J), (2) 

Предположим, что приращения компонент тензора деформаций можно представить как 
сумму приращений компонент тензора упругих деформаций и приращений компонент тензора 
пластических деформаций de^j = de^ + de^ , а приращения компонент тензора упругих дефор­
маций связаны с приращениями компонент тензора напряжений законом Гука. Из ассоцииро­
ванного закона течения следует соосность тензоров S^j и de^ . 

Будем считать, что приращение параметра упрочнения линейная однородная функция 
приращений компонент тензора пластических деформаций 

dq = Ay(ay,e^,q)de^. (3) 
В силу симметрии поверхности (2) в пространстве главньпс активньпс напряжений доста­

точно рассмотреть эволюцию в процессе нагружения её части, попадающей в область 
5̂  > > 5'з этого пространства. Поверхность (2) в рассматриваемой области кусочно-линейна, 
поэтому возникает необходимость различать её грани и ребра. 

Уравнение грани поверхности (2), принадлежащей области iSj > ^2 > 5'з, имеет вид 
S,-S, = k. (4) 

На этой грани соотношения ассоциированного закона течения дают возможность получить 
следующие формулы для приращений компонент тензора пластических деформаций: 

de^=dxif{ljj-^nj) (5) 

(здесь 1^,т^,щ - направляющие косинусы собственных осей тензоров и de^). 
Тогда приращение параметра упрочнения на грани (4) можно вычислить следующим обра­

зом: 
dq = Bdxif; B = A,j(lJj-n,nj). 

(6) 
Формулы для компонент тензора напряжений имеют вид 

^ij = (S, -S^Wj + n,nj) + .^25, -kn,nj 4-qe^. (7) 
Система уравнений (5), (6), (7) определяет поведение среды при напряженном состоянии, 

соответствующем грани поверхности нагружения. Функции \\f,S^yS2Ji,m^,n^ характеризуют 
такое поведение среды. 
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Связь приращений этих функций с приращениями компонент тензора напряжений 
играет роль определяющих соотношений на рассматриваемой грани 

d\\j - ^ ^ i A ^ i h - da,.шт. ~ d\\fBef.m.m.; 

dS^ = dG^n^rij -dy^Befj^Hj + k'Bd\]f ; 

dlf = anil + Ьщ; c/w,. = -й/,- + сщ; dn^ = -bl^ - ст^; 

_ {dcSy-d\^Befj)limj ^ _(daij-d\\ie^%nj _(dGy-d^^fBepriimj 

Ч" ™ Â  *S'2 

(здесь k' -производная k(q) no параметру q. 
Ребра поверхности нагружения (2), принадлежащие области .Sj > ^ 2 > 5*3 ,получаются при 

вьшолнении условий 5*2 = 5*3 или = 5*2. 
При 5*2 = з̂ уравнение ребра имеет вид 

15*1 — ^ 3 = ki 
(8) 

На этом ребре с помощью ассоциированного закона течения можно получить следующие 
формулы для приращений компонент тензора пластических деформаций 

de^ = dy\f,aij-ninj) + dx^,mj-m,mj). (9) 
Для приращения параметра упрочнения на ребре (8) имеем: 

dq = Bydx^i + 52Й?1|/2, (Ю) 
где 

В,=^А1Д1.-щп^); (11) 

52 = 4( / , / , -m,m^) . (12) 

Компоненты тензора напряжений на ребре (8) выражаются через собственные значения 
тензора активных напряжений и направляющие косинусы его главньпс осей следующим обра­
зом: 

a^=S^^-k{b^-l^j)^qel. (13) 

Система уравнений (9), (10), (13) определяет поведение среды при напряженном состоя­
нии, соответствующем ребру (17) поверхности нагружения. Функции V|/pi(/2,5'i,/^,/w^,^^ ха­
рактеризуют такое поведение среды. Связь приращений этих функций с приращениями компо­
нент тензора напряжений на рассматриваемом ребре задается формулами 

, d-M-n^^ ^ 
2^ + 5 , (^ ' + еД/,/^.-«,.«^.) 

# 2 = ^^^^^-^^^ ; (15) 
2q + B,(k'+e,^ilJj-m,mj)y 

dS, = | ( f i?a^5^+2^'(VM/, + 5 2 # 2 ) ) ; (16) 
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к ' ^ 

^ _ ( f l f c T , - g ^ V v | / , + ^ 3 J v | / 3 ) ) / , » , 
b- - . (18) 

При = S2 уравнение ребра имеет вид 
— = к I 

S2 — к. 
(19) 

На этом ребре с помощью ассоциированного закона течения можно получить 
следующие формулы для приращений компонент тензора пластических деформаций: 

^< = dWiGJj ~^.^у) + ^M/2(m.m. -n^nj). (20) 
Приращение параметра упрочнения на ребре (19) можно вычислить следующим образом: 

dq = B,dx\J,^B,dx\f2^ (21) 
где 

B, = A,j(lJj-n,nj); (22) 

B, = A,j(m,mj-n,nj). (23) 

Компоненты тензора напряжений на ребре (19) выражаются через собственные значения 
тензора активньпс напряжений и направляющие косинусы его главньпс осей следующим обра­
зом: 

а , = 5 з 5 , + ^ ( 5 , - « , « , ) + ^в,^ (24) 

Система уравнений (20), (21), (24) определяет поведение среды при напряженном состоя­
нии, соответствующем ребру (19) поверхности нагружения. Функции \\f^,\\f2,S^J^,m^,n^ ха­
рактеризуют такое поведение среды. 

Связь приращений этих функций с приращениями компонент тензора напряжений на рас­
сматриваемом ребре можно получить из соотношений (14)-(18), если в них подставить В^ вме­
сто В^, S4 вместо В2 ; в (16) заменить на ^з, /г на - А:; в (15) и (17) - 1^ на т., на ; в 
(17)- а на с. 

При напряженньпс состояниях, соответствующих ребрам поверхности нагружения, можно 
считать, что поворот собственных: осей тензора активньпс напряжений происходит следующим 
образом: на ребре (8) поворот вектора определяется соотношениями (17) и (18), а векторы 

и щ поворачиваются вместе с ним как жесткое целое. Аналогичным образом на ребре (20) 
определяется поворот вектора ц, а векторы и (. поворачиваются вместе с ним как жесткое 
целое. 

Уравнения, определяющие поведение среды, для напряженньпс состояний, которые не 
принадлежат области S^> S 2 > S^, можно получить из приведенных выше круговой переста­
новкой индексов 1, 2, 3 у собстве1Шьпс значений тензора активньпс напряжений и соответст­
вующей перестановкой собственньпс векторов 1.,т^,п. этого же тензора. 

Для того чтобы завершить построение определяюпщх соотношений, необходимо конкре­
тизировать определяющие приращения параметра истории свертки В,В^,В2,В^,В^ в формулах 
(6),(11),(12),(22)и(23). 

В общем виде эти свертки могут быть определены с помощью принципа макродетерми­
низма [1] следующим образом. 

Пусть ребро поверхности нагружения задано как пересечение граней 

1/™(°-,.<.«)=о. 
Ассоциированный закон течения на этом ребре имеет вид 



aa, 5a, 
(26) 

Условия непрерывности изменения поверхности нагружения, тот факт, что точка нагруже­
ния принадлежит ребру (25), и ассоциированный закон течения (26) позволяют получить сле­
дующую связь между приращениями компонент тензора напряжений, параметрами б?\|/, и 
d\\i2»определяющими приращения компонент тензора пластических деформаций: 

да, 
+ 

д f •(1) 
- + Л- да.. 

д /(^>^ [д Г 
да, del 

•(2) Л/ 

д г •(2) 

д а, 
= 0; 

dq 
dy/^-f— + dy/2 

да,, 
3 Г 
д а, 

у ) 

•(2)" 
= 0. 

(27) 

Рассмотрим два пути нагружения в пространстве напряжений, выходящих из ребра (25) 

поверхности нагружения. ОДРШ ИЗ них такой, что вдоль него J a , = 0 , 

5 / (2) 
-f/a, = а ( 0 > О, т.е. он соответствует грани f^^^iOy,efj,q) = О. Вдоль другого пути 

Qfil) QH2) 
-da.. = E(t) > 0,a — da.: = a(t) > 0. Пусть s(t) принимает сколь угодно малые по-

ложительные значения. Согласно принципу макродетерминизма сколь угодно близким путям 
нагружения должны соответствовать сколь угодно близкие пути деформирования. Таким обра­
зом, если s(0 —> О, то d\\f^, полученное при решении системы (27), тоже должно сгремиться к 
нулю, а d\\f2 должно быть положительным. Для того чтобы выполнялись эти условия, необхо­
димо иметь 

а^(2) 5^(2) 

del dq 

df (I) 

aa, 
= 0. (28) 

Повторяя аналогичные рассуждения для второй из образующих ребро граней, получим 

del dq 

( 2 ) 

do,. 
= 0. (29) 

Для ребра (8) поверхности (2) соотношения (28) и (29) приобретают вид 

q + (k' + el (IJ J - n,nj ))A, (IJ, - m,m,) = 0; 

q + (k' + el(ljj-mimj))A,(lJ, - « ^ ) = 0. 

С их помощью можно получить вид сверток J5, и : 

Я . ТУ _ Я 
k' + el(l,lj-mimj) k'+ el(ljj-n^Hj) 

С помощью аналогичной процедуры можно полз^шгь свертки и Д, для ребра (19) 

k' + el{m,mj -« ,n , ) + -«,n,) 
Параметр истории q при переходе с грани поверхности нагружения на ребро должен из­

меняться непрерывно. Это условие позволяет получить следующий вид для свертки В: 

В=-^ S,-S2 
- + 

k' + el(ljj-mimj) к'+ el(ntimj -n^njl 
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функция материала k(q) может быть определена по данным эксперимента на чистое рас­
тяжение или на чистый сдвиг. 

Рассмотрим процедуру определения k{q) по данным эксперимента на чистое растяжение. 
Пусть отлична от нуля только компонента а^^ тензора напряжений. Тогда, исключив упругие 
составляющие компонент тензора деформаций, из диаграммы чистого растяжения можно по­
лучить зависимость a^j = / ( ^ п ) . В процессе чистого растяжения точка нагружения принад­
лежит ребру (8), соотношения (10) и (13) приобретают вид 

f(e[,) = k + l.5q ^ + 1 Х , ^ + ^ = 0. 

Решениями этой системы уравнений будут следуюпще зависимости к(е[^) и q(e[^) : 

;^ = / « ) - з / К ) ; 

\ч = 2 fief,). 

Исключая из этих зависимостей ef,, получим функцию материала k(q), её вид зависит от 
аппроксимации начальной кривой = / ( ^ п ) . В данной работе бьши использованы экспо­
ненциальная, логарифмическая, степенная и линейная функции аппроксимации, их выбор про­
диктован свойствами кривой чистого растяжения. Эти аппроксимирующие функции и соответ­
ствующие им функции k{q) представлены ниже: 

) = ^ef, + 5 + Cexp(Z)^/;), k(q) = aln(q - 2A) + Pq + у; 

/ « ) = ^1п(в/; +1) + Б, k(q) = ^In^ +1.5^ + P; 

/(e/;) = A^e^,-^C + 5, k(q) = — -f 5 -1.5^; 

f(e[^) = Ae^,-^B, q = 2A, )t = - 2 ^ m a x | < | (/ = 1,2,3). 

В этих формулах a,P,у -функции коэффициентов аппроксимирующей функции / (^п) . 
По предлагаемой теории бьш проведен численный эксперимент по следующим программам 
нагружения цилиндрических польпс образцов осевой растягивающей силой и внутренним дав­
лением: 1) пропорциональное нагружение; 2) нагружение образца осевой растягивающей силой 
за предел текучести до фиксированного значения, затем резкий излом траектории нагружения в 
пространстве главньпс напряжений на прямую догружения; 3)нагружение образца двухосным 
растяжением = 2а^ до того же значеюы осевого напряжения, что и в случае 2), затем рез­
кий излом с выходом на второй участок траектории, на котором параметр догружения прини­
мал те же значения, что и в случае 2). Эта программа полностью повторяла программу натур-
ньпс испытаний, проведенньпс на образцах из стали 12ХНЗА [2]. Для определения функции ма­
териала k(q) бьши использованы степенная и логарифмическая аппроксимации / (^п) . Раз­
личие результатов численньпс экспериментов для этих двух видов функции k(q) оказалось не­
значительным. Максимальное расхождение результатов численного и натурного эксперимента 
не превышало 12%. На рисунке представлен характерный результат численного ( сплошная 
кривая ) и натурного ( точки) экспериментов, проведенньпс по третьей программе. Здесь ис­
пользованы следуюпще обозначения: а^ — интенсивность касательньпс напряжений; — ин­
тенсивность сдвиговьпс деформаций; Т — максимальное касательное н а п р я ж е 1 ш е ; а2 = T\i^, 

где — параметр Лоде. Верхняя кривая соответствует пропорциональному нагружению. 
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Экспериментальные (точки) и расчетные (сплошная лшшя) 
данные неупругого деформирования стали 12ХНЗА 
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