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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ И ОПТИМИЗАЦИЯ ПРОЦЕССА 
ИЗВЛЕЧЕНИЯ ЛЕГКОПЛАВКОГО НАПОЛНИТЕЛЯ ИЗ МЕТАЛЛИЧЕСКОГО 
КОРПУСА МЕТОДОМ ИНДУКЦИОННОГО НАГРЕВА 

Рассматривается принцип структурного моделирования и оптимального управления процессом 
индукционного нагрева двух цилиндрических сопряженных физических неоднородных тел. 

1. Структурное моделирование процесса 

Для обработки неэлектрических материалов (плавки, сушки, вспенивания и т.д.) широко 
применяются реакторы и аппараты с индукционным нагревом. В силу известньпс преимуществ 
перед другими видами нагрева последний успешно внедряется в такие отрасли, как химиче
ская, нефтеперерабатывающая, строительная индустрия, конверсионное производство. В обо
ронной промышленности разработан и внедряется новый метод утилизации боеприпасов, ис
пользующий индукционный нагрев как наиболее эффективный и экологически чистый способ 
извлечения взрьшчатого вещества из корпусов снарядов, обеспечивающий возможность его 
повторного использования в строительстве, горнодобывающей и других отраслях производст
ва. 

В этой новой, весьма специфической области применения индукционного нагрева пре
имущества последнего позволяют создать конкурентоспособные установки стационарного и 
передвижного типа для утилизации боеприпасов. Широкая номенклатура расснаряжаемьпс из
делий с различной геометрией корпусов обусловливает применение различньпс математических 
моделей для адекватного описания процессов теплопроводности в системе нагреваемьпс тел. 

Качественное управление процессом возможно лишь при наличии полной информации о 
температурном режиме с учетом разнородности нагреваемьпс материалов, реальной и обьпшо 
сложной конфигурации изделий, взаимодействия физических процессов различной природы. 
Однако получить столь подробную и полную информацию не представляется возможным. На 
практике часто приходится ограничиваться некоторым приближенным математическим описа
нием процесса, которое с определенной степенью точности, приемлемой для решения задач 
управления, позволяет обеспечить требуемые показатели качества синтезируемой системы. 

В работе рассматривается в качестве приближешюй математической модели процесса ин
дукционного нагрева двух разнородньпс физически неоднородньпс сопряженньпс коротких ци
линдров система линейньпс неоднородньпс уравнений второго порядка в частньпс производных 
вида 
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Применяя к системе (1) - (4) cos-преобразование Фурье [1], получим : 
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Решение уравнения (8) запишем в виде [2] 

Щ1,п,р) = q(p + A{n))l,[l^l^M) + C,(p + A{n))K,{l4^A{^^ , (11) 

®^(1,п,р)= J фо(/7^(п))/̂ :Д^)-/̂ о(//̂ ^(«))/о(ф2( ,̂«,̂ ^И. (12) 

Пренебрегая, ввиду малости, зависимостью тепловых потоков с торцов цилиндра от ради
альной координаты, представим решение уравнения (9) в виде 

&2{l,n,p) = ф + А{п))ф1^7Жп)) + -^^^. (13) 
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Тогда решение (11) запишется в виде 
®г{1,п,р) = C,{s)l,ils) + C,{s)K,ils) + В,(1,п,р)ф) + B,{l,n,p)K,{ls). 
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Постоянные интегрирования С,(5), C2(s), C^{s) найдем из граничных условий (10): 

С,(5) = [М,{р,п)В2(1,р,п)+ М,(р,п)в,(1р,п)- М,(р,п)В,{1„р,п)-

- М,(р,п)В2{1,,р,п)+ М,{р,п)Фъ(р)+М,{р,п)д,(р,п)]У'''(р,п), 

где М,{р,п) = K,{s)s[K,{l,s)^I,{hs) + I,{l,s)K,{l,s)]; 
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На рис.1 представлена структурная схема процесса теплопроводности двух сопряженньпс 
цилиндров с внутренними источниками тепла, распределенными по объему внешнего тепло
выделяющего цилиндра. Структура составлена для граничньпс условий второго и четвертого 
родов и отражает взаимообусловленное формирование температурньпс полей в цилиндрах при 
нагреве внутренними источниками тепла. 

Как следует из структурной модели процесса, температурнью поля внешнего и внутренне
го цршиндров формируются под действием внутренних источников тепла ф(/,и,ф), тепловьпс 
потоков потерь ^ 1 ( 0 , 9 ) с боковой поверхности внешнего цилиндра и тепловьпс потоков 

0^2(^9) > ^ з ( ^ 9 ф ) ' ^ 4 ( ^ 5 9 ) ' ^5(^'ф) соответственно с торцов внешнего и внутреннего цилинд
ров в условиях контактного теплообмена на границе сопряжения цилиндров. Влияние каждого 
из перечисленных факторов на температурное распределение в системе с учетом их взаимосвя
зи отражается введением в структурную схему процесса элементарньпс распределенньпс бло
ков, передаточные функции которьпс определены выше. 

Функция Ф1(/,и,ф)внугренних источников тепловыделения при индукционном нагреве с 

R4i 
фиксированным параметром х = ~~д" ' -̂̂ ^ ^ ' '̂лубина проникновения тока в металл при 

обьганьпс для индукционного нагрева допущениях с достаточной для практических целей точ
ностью, аппроксимируется выражением 

Ф,(/,и,ф) = ^г(и ,ф)-/(х,/), (17) 

где j{xj) - функция распределения внутренних источников тепла по радиальной координате /, 
которая для рассматриваемого случая низкотемпературного нагрева ферромагнитной стали яв
ляется нелинейной функцией, зависящей от температуры, свойств стали, напряженности поля и 
других параметров и может быть определена только численными методами. 
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Рис. 1. Структурная схема объекта управления 

Однако при заданном технологической инструкцией диапазоне изменения температур пе-
речисленнъхе выше параметры и свойства стали можно считать постоянными. При соответст
вующем усреднении значеьшй электромагнитньпс и теплофизических характеристик процесса 
функцию распределения мощности внутреннего тепловьщеления можно представить в виде 

0 , * р Ц 0 < / < 1 - / . 

На основании структурной схемы легко может быть получена передаточная функция для 
температурного распределения 0i(/,v,/?), &2{h^^p) относительно любого из входньпс воз
действий ф(1,У,р), q,{v,p), q^ihp). q^ihp). ЧА{1Р)^ qs(Up)' 

Однако сложность выражения передаточной функции вызывает значительные трудности в 
решении конкретньпс задач управления процессом. К тому же полученная передаточная функ
ция отражает все второстепенные подробности динамики системы, которыми без ущерба для 
цели исследования можно пренебречь. Удовлетворительные результаты при решении задач 
анализа и синтеза замкнутьпс систем автоматического регулирования могут быть получены за
меной сложньпс передаточньпс функций исследуемого объекта более простыми передаточными 
фушсциями эквивалентной математической модели. При этом задача приближения функций 
ставится следующим образом. Известна сложная передаточная функция, описывающая объект 
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в целом. Требуется аппроксимировать эту передаточную функцию более простой дробно-
рациональной функцией с полиномами числителя и знаменателя более низкого порядка. 

Для достижения этой цели достаточно получить близость изображений в области сущест
венньпс частот. Совпадение изображений можно получить, если аппроксимировать точные ло
гарифмические частотные характеристики объекта комбинацией соответствующих характери
стик элементарньпс звеньев. 

Точная передаточная функция объекта по каналу "мощность источников внутреннего теп
ловыделения - температура поверхности внешнего цилиндра", полученная на основании анали
за структурной схемы процесса теплопроводности, имеет вид 

v , p ) = = рВ,{1,п,р)[{м,{п,р). М,{п,р)) X 

X {ф)КМ + 1М)д{1 -l) + S, {n,p)(lM + К,{ф{1 - 1 ) + 

ф ) + K,ils)] + В,{1,п,р)[(м,{п,р) + М, (п,р)) X (/, {s)K,{ls) + 

+ Ioils))dO - 1 ) + КМ^О -1)]} cosnnv. (18) 
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Рис. 2. Аппроксимация динамических характеристик для внешнего цилиндра 

На рис. 2 представлены полученные расчетным пугем логарифмические амплитудные и 
фазовые частотные характеристики объекта. Расчетные характеристики имеют гладкий харак
тер и монотонно убывают. Аппроксимированная передаточная функция имеет вид 

Дальнейшее исследование динамики замкнутой системы автоматического регулирования 
осуществляется обьшными методами теории автоматического регулирования на основе ап
проксимированной передаточной функции 

2. Оптимальное управление процессом 

Технологический процесс извлечения продукта из корпуса снаряда состоит из двух стадий: 
нагрев корпуса до заданной температуры и выдержка при заданной температуре до момента 
полного вьпсода наполнителя из корпуса. 

Для синтеза оптимального регулятора замкнутой САР примем допзтцение, которое в дан
ной конкретной ситуации легко обосновывается: стенку корпуса можно с достаточной степе-
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нью точности считать теплотехнически тонким телом, что позволяет принять в качестве управ
ляющего воздействия тепловой поток на поверхность извлекаемого продукта, однозначно свя
занный с мощностью Р(ф) источников внутреннего тепловьщеления. 

Тогда в качестве исходной модели можно рассматривать уравнение (2) для внутреннего 
цилиндра: 

5ф 

(/,Ф) 

Idl 

dl 
= ВД(ф); 

50,( / ,ф) 

/=/ , 
dl 

= 0; 

(20) 

(21) 
/ - 0 

Здесь Аз - квадратаая матрица, в которой по диагонали все элементы равны а2, а осталь

ные - нулевые; A j - такая же матрица, в которой диагональные элементы равны а2 -еГ^; 

JB| = — , «2 , А. - соответственно коэффициенты температуропроводности и теплопроводности, 
л 

Зададимся квадратичным критерием оптимальности 

О О ООО 

IV. и̂ (/,ф).ЕДф).иДфУф. (22) 

Здесь индекс «f» означает конечное состояние системы; первый член суммы отвечает за 
минимизацию среднеквадратичного отклонения температуры от заданной в конце процесса 
управления, второй член минимизирует отклонение температуры от заданного значения на 
протяжении всего процесса, что необходимо для удовлетворения ограничения по максималь
ной температуре 02(15ф) поверхности; третий член суммы характеризует затраты энергии на 
управление; S - координата заданной величины. 

При выборе весовых функций Ŝ ,̂ F , , размерность которьпс пхп, можно ограничить
ся несколькими значениями по координате / , больших некоторой величины 1^, так как в пре
делах цилиндра радиусом /2 < /j температура не достигает критических точек в процессе нагре
ва и выдержки. 

Будем строить оптимальное управление с помопцью принцрша максимума [3]. Введем га
мильтониан 

Я ( / , Ф ) = :^/02''(/,Ф)Р02(^,ФУ^ + Ш 2 ( / , Ф ) А2 0 ( / , Ф ) + А 1 0 ( / , Ф ) 
^ 0 L 

Я2(ф) = ^иГ ( / ,ф)Е,(ф)и,(ф)-Х^(1,ф)А2В,иДф); 

2 1 

ЯДф) = - | 0 2 ( / , ф ^ ) 8 Д / , 5 ) 0 2 ( 5 , ф J c / ^ , 
^ О 

где ^(Ьф) - вектор множителей Лагранжа . 
Необходимые условия оптимальности для этого случая примут вид 

= Е.(ф)и,(ф) + В[А[Х(1,ф) = О. (23) 

Обращая (23), получим 
и,(ф) = -Е-'(ф)вг"А,а(1,ф). 

Сопряженные переменные задаются уравнением 
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dX(l,(p) V / л / ч TMI,(O) гдЫ1,ф) 
У ' ^ Z - _ h{l,s)&(s,^>)ds + А [ - А.'^ 

dl dl 
(24) 

д(р 
с граничными условиями 

Х ( / , Ф , ) = | 8 , ( / , . ) 0 ( . , ф , у . ; -АГХ(0,Ф) + А Г ^ ^ ' ? ) = 0; -А[х (1 ,ф) +А .^^^^^^ = 0. 

Введем с помощью преобразования Рикатти матрицу 8 ( / , 5 ,ф ) : 
1 

X(l,(p)= \s(l,s,(p)Q(s,(p)ds. 
Подставляя (25) в (24), получим для левой части (24) 

dk(l,(p) 
й?ф 

80(^,ф) + 8 
а'0(;у,ф) ^ а0(5 ,ф) 
— — + А , — 

ds ds 
ds. 

Правая часть (24) запишется в виде 

• { - Г ( / , 5 ) 0 ( ^ , ф ) + А [ 8 , 0 ( 5 , ф ) - А2^8,,0(5 ,ф)} ds. 

(25) 

(26) 

(27) 

Индексы г и ГГ означают однократное и двукратное дифференцирование по координате /. 
Преобразуя выражения (26) , (27), ползучим окончательно 

8Д/,̂ ,ф) = - 8 „ А 2 - A [ S , , + 8 , А , + A f S , +8(/,1,ф)А,В,Е7'В[8(/,1,ф)-Р(/,5,ф) (28) 

С граничными условиями 
8 Д / , 1 , Ф ) А , - 8 ( / , 1 , Ф ) А , = 0 , 8 Д / , 0 , Ф ) А 2 - 8 ( / , 0 , Ф ) А , = 0 (29) 

и условием конечного состояния 
8(/,5,ф) = 8 Д / , 5 ) . (30) 

Можно показать, что определённая таким образом матрица S является симметрической: 
8(иф) = 8̂ (/,5,ф). (31) 

Тогда для уравнения и(ф) оптимальный закон обратной связи принимает вид 

иЫ = - Е - ' В [ А ^ / 8 ( / , . у , ^ ) (s,(p)ds. 
О 

Значения матрицы 8(/5.у ,ф) могут вычисляться заранее вне контура управления с помо
щью соотношений (28) ~ (31). 
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