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В. п. РАДЧЕНКО, Е. В. ПАНФЕРОВА 

СТРУКТУРНАЯ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ УПРУГОПЛАСТИЧЕСКОГО 
ДЕФОРМИРОВАНИЯ И РАЗРУШЕНИЯ МЕТАЛЛОВ В ОДНООСНОМ СЛУЧАЕ 

С позиций механики микронеоднородных сред при помощи математической структур­
ной модели описана диаграмма упругопластического деформирования, включая уча* 
сток неустойчивого деформирования. Проанализирована кинетика полей микронапря-
жений, соответствующих различным характерным точкам диаграммы. Выполнена 
экспериментальная проверка предложенной методики. Наблюдается хорошее соответ­
ствие расчетных и экспериментальных данных. 
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Хорошо известно, что многие промышленные и природные поли­
кристаллические м а т е р и а л ы д а ж е м а л о г о о б ъ е м а с точ]ки зрения 
механики микронеоднородных сред представляют сложную статически 
неопределимую систему случайно ориентируемых кристаллических 
зерен. Общепризнанным является ф а к т временного вл/ияния процессов 
неупругого д е ф о р м и р о в а н и я и наконления рассредоточенных по 
объему м а т е р и а л а микроповреждений , которые о б у с л а в л и в а ю т р я д 
нелинейных эффектов , описать которые с феноменологических позиций 
довольно трудно. Поэтому в теории ползучести и пластичности наряду 
с феноменологическими теориями, у с т а н а в л и в а ю щ и м и связь между 
макроскопическими свойствами м а т е р и а л а , возникает необходимость 
в рассмотрении математических моделей микромеханизма деформиро­
вания и разрушения м а т е р и а л а с целью более полного опрюания его 
поведения при термомеханических воздействиях. Это дает представ­
ление о том, каким о б р а з о м формируются макроскопичеокие х а р а к ­
теристики материала , и позволяет более обоснованно выбрать подхо­
д я щ и й вариант феноменологической теории. Д л я этой цели используют 
структурные математические модели -среды, учитывающие неравномер­
ность развития необратимых деформаций и п р е д с т а в л я ю щ и е собой 
совокупность некоторых гипотетических л о к а л ь н ы х элементов, наделен­
ных свойствами упругости, пластичности и ползучести. Основные прин­
ципы построения таких математических моделей, о т р а ж а ю щ и х в а ж н е й ­
шие закономерности упругопластического деформирования и ползучести, 
даны, например, в работах [ 1 , 2 ] . 

Ц е л ь ю настоящей работы является попытка 
развития такого подхода д л я описания процесса 
упругопластического одноосного деформиро1ва-
иия и разрушения металлов , включая описание 
стадии неустойчивого (закритического) дефор­
мирования . Д л я решения поставленной з а д а ч и 
используется структурная модель, предложен­
ная в работе [ 3 ] . 

Поликристаллический м а т е р и а л моделирует­
ся системой хаотически ориентируемых одно­
родных стержней одинаковой длины, работаю­
щих на растяжение -сжатие . К а ж д ы й локальный 
элемент этой системы (стержень) наделяется 
простейшими деформационными свойствами: ли­
нейной упругостью и идеальной иластичностью, 
которые, по-видимо1му, являются основными 
мик|ромеханизмами упругопластической д е ф о р ­
мации [ 4 — 6 ] . В таком случае з а д а ч а одноосно­
го д е ф о р м и р о в а н и я образца сводится к изучению 
поведения стержневой конструкции (рис. 1), а 
д е ф о р м а ц и я элементарного стержня предста­
вится в виде [3] 

8. = ei + e^i. (1) 
З д е с ь ei = ai/E^i — упругая д е ф о р м а ц и я (f,^ — 
микромодуль Ю н г а ) ; в:'' — пластическая дефор­
мация , где / — номер стержня ; ог/ — микрона­
п р я ж е н и е в элементарном стержне . 

Ориентация стержня з а д а е т с я углами в и ф (см. рис. 1), где в — у г о л 

Р и с - I. Схематическое 
и з о б р а ж е н и е структур­
ной модели при одно­

осном растяжении 
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м е ж д у стержнем н осью ОХ, ф — угол м е ж д у проекцией с т е р ж н я на 

плоскость OYZ и ось 0 Y ( О < 0 < ^ > 0 < ф < 2 л ) . 

Обозначим через а = а ( 0 , ф) — н а п р я ж е н и е , возникающее в стерж­
не (микронапряжение) | ; 8 = 8 ( 0 , ф) — д е ф о р м а ц и ю стержня (микро­
д е ф о р м а ц и ю ) ; <Ох>, <ау>, <Oz> — приложенные к образцу макро­
н а п р я ж е н и я ; < 8 х > , < 8 г / > , < 8 г > — продольную И поперсчные мак-
родеформации о б р а з ц а сооответственно. 

В [ 3 ] были получены уравнения равновесия 

< а х > = — c o s ^ e s i n O d e f а ( в , ф}йф; (2) 
о 6 

f s i n 3 0 d 0 f а(е, ф) |со52ф |^/ф = 0; 
о о 

]'\m-edef а ( 0 , ф) |51п2ф^^ф = 0 (3) 
о о 

и уравнения совместности д е ф о р м а ц и и 

8 ( 0 , ф ) = < 8 . ^ > С О 5 2 0 + < 8 ^ > 5 1 п 2 0 , (4) 

где < 8 х > , <гу> — м а к р о д е ф о р м а ц и и о б р а з ц а {<гу> = <ez> в силу 
симметрии з а д а ч и ) . 

Д л я установления связи м е ж д у микро- и м а к р о д е ф о р м а ц и е й введе­
на гипотеза однородности деформации по объему в виде 

< 8 л ' > = 8 ( 0 , ф ) ; 

< 8 , > = < 8 . > = 8 , 0 ) ^ 8 (—t-^-^y (5) 
Используя предел пропорциональности О п р на д и а г р а м м е упругопла­

стического д е ф о р м и р о в а н и я в [ 3 ] , получили зависимость д л я атм==30п1х 
и установили связь м е ж д у макромодулем <Е> и мик.ромодулем: 
ЗЕ,,= < Е > . 

Р а с с м о т р и м кинетику д е ф о р м и р о в а н и я и разрушения м е т а л л о в на 
основании структурной модели (2) — (5 ) , представленную на рнс. 
2, а — к о т о р ы е соответствуют различным в о з р а с т а ю щ и м значениям 

а. Д и а г р а м м а м и к р о н а и р я ж е н и и соответствует упругому состоянию, , 

когда | а ( 0 ) | < 0 т м ( О < 0 < — 

б. В этом случае часть стержней при O < 0 < o : i достигла предела 
текучести: а ( 0 ) = а т м . Такркм образом, имеем две зоны: упругопласти­
ческого р а с т я ж е н и я ( O < 0 < a i ) и упругого состояния ( а 1 < 0 < я / 2 ) . 

в. Этот случай соответствует состоянию, когда м и к р о н а п р я ж е н и е 

с ж а т и я в локальном элементе при 0 = —^— достигло микропредела 

текучести с ж а т и я , то есть а ( л / 2 ) = — О т м . Здесь наряду с зоной упру­
гопластического р а с т я ж е н и я появилась зона упругопластического 
с ж а т и я . 

г. П о мере увеличения в процессе упругопластического дефор­
мирования происходит развитие упругопластических зон р а с т я ж е н и я 
а ( 0 ) = а т м ( O < 0 < a i ) и с ж а т и я а ( 0 ) = —атм ( а 2 - < 0 < я / 2 ) . 
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Р и с . 2. Д и а г р а м м ы упругопластического деформирования 
материала 

д. Этот случай соответствует состоянию м а т е р и а л а , когда одни 
наиболее нагруженные (растянутые) локальные элементы при 
0 < в < а з уже разрушились, другие — упругопластически растянуты 
( a 3 < e < a i ) , третьи ( a i < e < a 2 ) — находятся в упругом состоянии, 

а оставшиеся локальные элементы при а 2 < в < — ^ — упругопласти­
чески с ж а т ы . В качестве критерия разрушения 
локального элемента использовался деформа­
ционный критерий разрушения, т. е. считалось, 
что каждый локальный элемент р а з р у ш а л с я при 
вьшолнении условия в ^ ( в ) = е * р , где е*р соответ­
ствует точке локального экстремума на диаграм­
ме упругопластического деформирования образ­
ца (рис. 3 ) . 

е. Эта схема иллюстрирует дальнейший ход 
процесса микроразрушения образца , когда начи­
нают р а з р у ш а т ь с я пластически с ж а т ы е стержни 
при достижении пластической деформацией в 

1 П -

локальном элементе значений ^ ^ ( в ) = — в * р . 
каждую из схем, 

Р и с . 3 . Д и а г р а м м а уп­
ругопластического д е ­
формирования образца Опишем математически 

представленных на рис. 2. 
Д л я случая а система уравнений получается из уравнений (2) — ( 5 ) 

и закона Гука и имеет вид 
6 - 8 5 81 



I a ( 0 ) = 3 < a ; . > ( c o s 2 e sin^O); 

I 8 ( в ) = а ( 0 ) / £ , . (6) 

Рассмотрим состояние о б р а з ц а в случае б, д л я которого (микрона-
п р я ж е н и я 0 ( в ) = а т м ( O < 0 < a i ) и ог(0) удовлетворяют упругому рас­
пределению при a i < e < n / 2 . 

И з уравнения совместности при 0 = a i имеем 

e ( a i ) = < 8 j c > c o s 2 a i + < 8 i / > s i n 2 a i . 

С использованием закона Гука последнее равенство принимает вид 

- ~ . = < e . - > c o s 2 a i + ^ s i n ^ a , . 

< е л - > = 7 о 1 ? ^ ; Т £ 0 < ^ " ' - ' ^ ( ^ 2 , Osin^a,). (7) 

П о д с т а в л я я (7) в (4) и используя закон Гука , получим 

а(в) = -£i^iz:£if!Zg; c o s ^ e + . 0 ( 0)sin^e. (8) 
COS CCi ^ 

Учитывая распределение а ( 0 ) д л я данного случая и (8 ) , уравнения 
равновесия приводятся к виду 

^ ^ ^ с\ V -'г\ ' гх^гл . "/^ Отм—а(я/2, 0)sin^ai <ах> = 2 [ j а т м С О 8 - 0 8 1 п 0 а 0 + j — - : •—х 
о а , cos^ai 

откуда 

X c o s 4 0 s i n 0 d 0 + J а ( — ^ - ^ O ) c o s 2 0 s i n ' W 0 ] ; 

+ Г о ( - ~ , O ) s i n 5 0 d 0 = O. (9) 

П о с л е интегрирования (9) получаем систему уравнений 

<ах>= [ 5 а т м — 2 c o s 3 a i ( a T M — а ( — 0 ) ) ] ; 

5 (7тм—5cosa i ( (TTM—а ( 0 ) ) 4 - c o s ' ^ a i ( ( Т т м — а ( - | - , 0 ) ) = 0. (10) 

Неизвестными в (10) я в л я ю т с я < а х > , a i , а ( — ^ , 0 ) , т . е. три не­
известных, а уравнений — два . О д н а к о в процессе упругопластического 
н а г р у ж е н и я при феноменологическом подходе известна скорость нагру­
ж е н и я < г х > (в некоторых случаях — скорость <Ох>)у поэтому одну 
из величин в (10) м о ж н о з а д а в а т ь и решать (10) относительно двух 
других. З а д а в а я , например , a i , из первого уравнения (10) определяет ­
ся а{—^—,0) и далее из второго — < х > . 

Р а с с м о т р и м состояние, соответствующее схеме на рис. 2, в. З д е с ь 

о(в)=ати ( O < 0 < a * i ) , а ( 0 ) = — с г т м ( в = — - — - ) и о ' (0) соответствует 
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упругому состоянию при а * 1 < в < -

случаю из уравнений равновесия 
в = а*1 получим систему уравнений 

д 
" 2 " 

И 

< а л : > - 2ахм 
15 - [ 5—4cos2a i* ] ; 

5 + 2cos^a i*—10cosa i^ = 0; 

. Аналогично предыдущему 

уравнения совместности при 

( И ) 

< г х > = ( l + s i n 2 a i * ) . 

И з второго уравнения системы (11) м о ж н о определить значение 
угла а*ь что позволяет найти < G X > И <ех>. В частности, распреде­
ление поля м и к р о н а п р я ж е н и й в упругой области а * 1 < 0 < я / 2 имеет 
вид 

о ( 0 ) 
— <7тм(1 -l-sin^ai*) 

cos^ai* cos^0—OTMsin^e. (12) 

Аналогично можно получить [математические модели д л я о с т а л ь н ы х 
случаев . Д л я схемы, соответствующей рис. 2, г, имеем систему 

< г у > = 

< а х > = 

GTM sin^ai + sin^a2. 
Е соз^аг — cos^ai ' 

Е cos^a2 — cos^ai ' 
2атм 

15(cos2a2 — cos^ai [5 (соз^аг—cos^a i )— (13) 

—4(cos^a2—cos^a i ) ] ; 

2атм[2(со8^а2—cos^ai) —10(cos2a2—cos^a i ) + 

+ 5(cos2a2—cos2ai) ] i /15(cos2a2—cos^ai) ==0. 

Д л я схемы, представленной на рис. 2, (Э, систсхма имеет вид 

<ах>== 
20хм 

I5(cos^a2 — cos^ai) 
-4 (cos^a2—cos^cti)] ; 

[5со8^аз(с082а2—oos^ai) — 

О т м [4 (со8^а2—co8^ai) —20 (cos^a2—соз^а^ —5(cos2a2 -
—C082ai)- (соз^аз—Зсозаз) ] /15(со82а2—соз^а! ) ==0; 

^ — sin^ai + sin^a2. 
8л; ^ — Z oi i 

Е соз^аг — cos'ai 

< g > — cQs'ai + CQs^a2, 

^ в * р = < 8 х > С 0 8 2 а з + < 8 ^ / > s i n 2 a 3 , 

a схемы на рис. 2, в; 
Г е * р - = < 8 ; с > с о 8 2 а з + < 8 ^ / > 8 1 п 2 а з ; 

~— =<Ex>cos^ai-\-<Ey>sin^au 

(14) 

= < 8 . r > c o s 2 a 2 + < 8 t / > 8 i n 2 a 2 ; 

-е*р = < 8 х ' > с о 8 2 а 4 + < 8 j / > 8 i n 2 a 4 ; 

6* 8 3 



« ^ ^ > = 15(003^1°-cos^a.) [ 5 ( c o s 3 a . + cos3a3) ( c o s ^ a . -

—cos^a i ) — 4 (cos^a2—cos^ai) ] ; 

O T M [4(cos^a2—cos^ai) — 2 0 ( o o s ^ a 2 — c o s ^ a i ) — 

— 5 ( c o s 2 a 2 — c o s ' i a i ) (cos^as + c o s ^ a ^ + 
+ 1 5 ( c o s 2 a 2 — c o s ^ a i ) (cosa3 + c o s a 4 ) ] / 1 5 ( c o s 2 a 2 — c o s ^ a i ) = 0 . (15) 

Следует отметить, что исходной и н ф о р м а ­
цией д л я определения всех п а р а м е т р о в пред­
ложенной структурной модели я в л я ю т с я 
предел пропорциональности О п р , м а к р о м о д у л ь 
Юнга <Е> и величина пластической дефор­
мации, соответствующая точке экстремума 
д и а г р а м м ы упругопластического деформиро­
вания . В качестве иллюстрации на рис. 4 при­
ведена расчетная д и а г р а м м а упругопластичес-

m i id. 

ъсо 

о в 12 ^ КОГО д е ф о р м и р о в а н и я (пунктирная линия) для 
сплава Э И 6 9 8 при Т = 750°С. К а к видно, на-

Р и с . 4. Кривые мгновен- блюдается хорошее соответствие расчетных 
кого деформирования для экснерряментальных ( сплошная линия) 
сплава ЭИ698 при Т == ^ ^ ^ 

= 750°С: данных. 
_ э к с п е р и м е н т а л ь - И з вышеизложенного м о ж н о сделать сле-

и ы е д а н н ы е ; Д У Ю Щ И С В Ы В О Д Ы . 

р а с ч е т н ы е д а н н ы е I X J ^ к. 

1. П р е д л о ж е н н а я модель позволяет с по­
зиций статики расчетным путем прогнозировать д и а г р а м м у упруго­
пластического д е ф о р м и р о в а н и я металлов , в к л ю ч а я участок неустой­
чивого д е ф о р м и р о в а н и я . 

2. П о к а з а н о , что участок неустойчивого д е ф о р м и р о в а н и я связан с 
появлением и развитием зон м и к р о р а з р у ш е н и я л о к а л ь н ы х элементов , 
что с феноменологических позиций соответствует интенсивному накоп­
лению поврежденности , уменьшению истинной п л о щ а д и поперечного 
сечения о б р а з ц а (пластическому р а з р ы х л е н и ю м а т е р и а л а ) , резкому 
увеличению значения истинного н а п р я ж е н и я и одновременно умень­
шению номинального н а п р я ж е н и я при увеличении значения е?. 

3. П р е д л о ж е н н а я модель может быть использована в качестве мате­
матического моделирующего комплекса процесса упругопластического 
д е ф о р м и р о в а н и я , накопления поврежденности и р а з р у ш е н и я м е т а л л о в 
с целью построения адекватных феноменологических моделей у к а з а н ­
ных процессов. 
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