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Аннотация

Представлено решение центрально-симметричной задачи определе-
ния поля скоростей в сплошной упругопластической среде при камуф-
летном взрыве в предположениях о бесколебательном характере дви-
жения камуфлетной полости и несжимаемости среды в пластической
и упругой областях. Получены зависимости для определения размеров
зон расширения и пластического деформирования среды. В основу ре-
шения положено «камуфлетное уравнение» — соотношение для опреде-
ления давления на контактной поверхности расширяющейся сфериче-
ской полости за счет внутреннего давления.
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Оценка поля скоростей в сплошной упругопластической среде при камуфлетном взрыве

В настоящее время наибольшим разрушающим воздействием на объек-
ты обладает заглубленное взрывание зарядов (камуфлетный взрыв), которое
исключает возникновение воздушной ударной волны и вредное воздействие
продуктов взрыва на окружающую среду, однако приводит к возникнове-
нию сильных сейсмических колебаний. Воздействие сейсмических нагрузок
на расположенные рядом объекты может привести к трещинообразованию
в элементах конструкций, потере их несущей способности, к повреждению
и разрушению. Поэтому наряду с выполнением общепринятых требований по
защищенности объектов инфраструктуры, отраженных в технических стан-
дартах и правилах, возникает необходимость оценки физической стойкости
их критических элементов и повышения защищенности от воздействия взрыв-
ных нагрузок.

В работе рассматривается камуфлетный взрыв обычного взрывчатого ве-
щества (ВВ), в результате которого до земной поверхности доходят только
упругие волны деформации и не происходит образования воронки на земной
поверхности [1–3]. Предполагается, что детонация заряда взрывчатого веще-
ства происходит в условиях сферической симметрии и представляет собой
процесс, протекающий без изменения объема.

Целью данной работы является решение задачи определения поля скоро-
стей в сплошной упругопластической среде при камуфлетном взрыве.

Решение центрально-симметричной задачи о распространении взрывных
возмущений в твердых средах основывается на предположении, что в безгра-
ничное полупространство помещен глубинный сферический заряд радиуса
𝑟0, который мгновенно без изменения объема превращается в газ высокого
давления 𝑃0. В результате обмена энергией между газообразными продук-
тами взрыва и окружающей средой с момента времени 𝑡 = 0 начинается
снижение давления в сферической полости и одновременное увеличение ее
радиуса 𝑎(𝑡) от начального значения, равного радиусу заряда 𝑎(0) = 𝑟0. Те-
кущий радиус камуфлетной полости 𝑎(𝑡) является первой характеристикой
геометрического положения точек возмущенной окружающей среды в сфе-
рических координатах. Второй характеристикой является радиус упругопла-
стической границы 𝑏(𝑡), который при разработке волновой теории действия
взрыва называют радиусом «фронта» пластической волны. Предполагается,
что давление в полости уменьшается в соответствии с уравнением

𝑃0 = 𝑃00(𝑎/𝑟0)
−3𝑚, (1)

где𝑚— степенной показатель, 𝑃00 — начальное давление в полости при 𝑎 = 𝑟0,
а связь давления при 𝑡 > 0 с радиусом, скоростью и ускорением расширяю-
щейся полости определяется камуфлетным уравнением [2]

𝑃0 = 𝐴+𝐵𝑎�̈�+ 𝐶�̇�2, (2)

где 𝐴, 𝐵 и 𝐶 — константы, являющиеся характеристиками среды, выражения
для вычисления которых представлены авторами в [4, 5]. Вызванное расши-
ряющейся полостью возмущенное состояние среды характеризуется также
плотностями 𝜌0 и 𝜌, соответственно, в упругой и пластической областях ее
деформирования, причем переход от упругого состояния к пластическому со-
провождается мгновенным изменением плотности среды от 𝜌0 до 𝜌, вводимым
для приближенного учета действительной сжимаемости.
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Представим (2) в виде

𝑎�̈�+
𝐶

𝐵
�̇�2 =

1

𝐵
(𝑃0 −𝐴)

и введем безразмерные переменные 𝑦 = 𝜌�̇�2/𝑃00 или �̇�2 = 𝑦𝑃00/𝜌, 𝑥 = 𝑎/𝑟0.
Продифференцируем переменные по времени и радиальной координате:

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

�̇�

𝑟0
,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
=

2𝜌�̇��̈�

𝑃00
и 𝑦′ =

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑑𝑦

𝑑𝑡

𝑑𝑡

𝑑𝑥
.

С учетом выражения для 𝑥 и указанных производных последнее уравнение
сводится к следующему:

𝑦′ =
2𝜌�̇��̈�

𝑃00

𝑑𝑡

𝑑𝑥
=

2𝜌�̇��̈�

𝑃00

𝑟0
�̇�

=
2𝜌𝑎�̈�

𝑥𝑃00
,

откуда

𝑎�̈� =
𝑦′𝑥𝑃00

2𝜌
.

Подставляя полученные для �̇�2 и 𝑎�̈� выражения в исходное соотноше-
ние (2), получаем

𝑦′𝑥𝑃00

2𝜌
+
𝐶

𝐵

𝑦𝑃00

𝜌
=

1

𝐵
(𝑃0 −𝐴). (3)

Запишем равенство (3) в виде

𝑦′ + 2𝑁
𝑦

𝑥
=

2𝜌

𝑥𝐵𝑃00
(𝑃0 −𝐴), (4)

гдe
𝑁 = 𝐶/𝐵. (5)

Дифференциальное уравнение (4) является основным в поставленной за-
даче. Решение его однородного уравнения

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 2𝑁

𝑦

𝑥
= 0 (6)

имеет вид
𝑦 = 𝑦𝑐𝑥

−2𝑁 , (7)

где 𝑦𝑐 — константа. Решение уравнения (4) будем искать в виде

𝑦(𝑥) = 𝑦𝑐(𝑥)𝑥
−2𝑁 ,

считая 𝑦𝑐 функцией аргумента 𝑥.
После дифференцирования (7) по 𝑥 и подстановки (7) и (6) в (5) получим

𝑦′𝑐(𝑥) =
2𝜌

𝐵𝑥−2𝑁+1

(︁ 𝑃0

𝑃00
− 𝑎

𝑃00

)︁
. (8)
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Для определения функции 𝑦𝑐(𝑥) подставим в (8) выражение (1):

𝑦′𝑐 =
2𝜌

𝐵
𝑥2𝑁−3𝑚−1 − 2𝜌𝐴

𝐵𝑃00
𝑥2𝑁−1.

Проинтегрируем полученное соотношение:

𝑦𝑐 =
2𝜌

𝐵

𝑥2𝑁−3𝑚

2𝑁 − 3𝑚
− 2𝜌𝐴

𝐵𝑃00

𝑥2𝑁

2𝑁
+Φ, (9)

где Φ— постоянная. Подставив найденное выражение (9) в (7), для искомой
функции 𝑦(𝑥) получим

𝑦(𝑥) =
2𝜌

𝐵

𝑥−3𝑚

2𝑁 − 3𝑚
− 𝜌𝐴

𝐵𝑃00

1

𝑁
+

Φ

𝑥2𝑁
. (10)

Таким образом, единственной неизвестной величиной в соотношении (10)
остается постоянная интегрирования Φ. Для ее нахождения будем считать,
что известен максимальный безразмерный радиус полости 𝑥1, образующейся
при камуфлетном взрыве (радиус полости в момент ее остановки):

𝑥1 = 𝑎max/𝑟0 =
3
√︀
𝑉max/𝑉0,

где 𝑉0 = 4
3𝜋𝑟

3
0 — объем полости (сферического заряда) в начальный момент,

𝑉max = 4
3𝜋𝑎

3
max — объем полости при камуфлетном взрыве, наблюдаемый по

окончании ее расширения. Тогда условием определения Φ будет условие оста-
новки расширения полости 𝑦(𝑥1) = 0:

2𝜌𝑥−3𝑚
1

𝐵(2𝑁 − 3𝑚)
− 𝜌𝐴

𝐵𝑃00𝑁
+

Φ

𝑥2𝑁1
= 0,

откуда

Φ =
𝜌𝐴𝑥2𝑁1
𝐵𝑃00𝑁

− 2𝜌𝑥2𝑁−3𝑚
1

𝐵(2𝑁 − 3𝑚)
.

Окончательное выражение (10) для определения 𝑦(𝑥) примет вид

𝑦(𝑥) =
𝜌𝐴

𝐵𝑃00

1

𝑁

[︁(︁𝑥1
𝑥

)︁2𝑁
− 1

]︁
− 2𝜌

𝐵

𝑥−3𝑚

2𝑁 − 3𝑚

[︁(︁𝑥1
𝑥

)︁2𝑁−3𝑚
− 1

]︁
. (11)

Для оценки радиуса полости 𝑥1 воспользуемся законом сохранения энер-
гии. Работа продуктов взрыва, расширяющихся по адиабатическому закону,
описывается выражением

𝐴0 =

∫︁ 𝑉max

𝑉0

𝑃𝑑𝑉 =
𝑃00𝑉0
𝑚− 1

[︁
1−

(︁ 𝑉0
𝑉max

)︁𝑚−1]︁
.

Для оценки энергии деформаций связь между касательным напряжени-
ем 𝜏 и деформацией сдвига 𝛾 примем в виде, показанном на рисунке.

В упругой области действие внешних сил уравновешивается напряжением
𝜏 = 𝐺0𝛾, где 𝐺0 — постоянная.
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Диаграмма сдвига: I — упругая область (𝑟 > 𝑏), II — пластическая область (𝑎 < 𝑟 < 𝑏);
𝜏𝑠 — предел упругости; 𝛾𝑒 — предельное упругое значение деформации сдвига; 𝐺0 — модуль
упругости при сдвиге; 𝑎— радиус полости; 𝑏— радиус упругопластической области; 𝑟— ра-

диальная координата
[Stress-strain curve in shear: I — elastic region (𝑟 > 𝑏), II — plastic region (𝑎 < 𝑟 < 𝑏); 𝜏𝑠 —
yield strength; 𝛾𝑒 — ultimate elastic shear strain; 𝐺0 — shear modulus; 𝑎 — radius of the cavity;

𝑏 — radius of the elastoplastic region; 𝑟 — radial coordinate]

Элементарная работа частицы среды в упругой области (𝑟 > 𝑏) представ-
ляется в виде

𝜏𝑑𝛾 = 𝐺0𝛾𝑑𝛾,

а потенциальная энергия деформации частицы среды при изменении дефор-
мации сдвига от 0 до 𝛾 определяется выражением∫︁ 𝛾

0
𝐺0𝛾𝑑𝛾 =

1

2
𝐺0𝛾

2.

Потенциальная энергия деформаций сдвига во всей упругой области Π𝑒
находится из равенства

Π𝑒 = 2𝜋

∫︁ ∞

𝑏
𝐺0𝛾

2𝑟2𝑑𝑟. (12)

Рассмотрим связи между тремя радиусами: радиусом заряда 𝑟0, радиусом
расширяющейся камуфлетной полости 𝑎(𝑡) и радиусом упругопластической
границы 𝑏(𝑡).

Пластическое деформирование среды наступает при достижении дефор-
мацией сдвига 𝛾 = 𝛾(𝑟, 𝑡) предельного упругого значения 𝛾𝑒. Свяжем величи-
ну перемещения 𝑊 (𝑟, 𝑡) среды в точке 𝑟 c радиусом полости 𝑎(𝑡) в произволь-
ный момент времени 𝑡. Объем вытесняемой среды камуфлетной полостью при
ее расширении за время 𝑡 составит

𝑉1 =
4𝜋

3
(𝑎3 − 𝑟30).

За это же время объем перемещаемой среды через поверхность сферы с ра-
диусом 𝑟 будет определяться зависимостью

𝑉2 =
4𝜋

3

(︀
(𝑟 +𝑊 )3 − 𝑟3

)︀
.

Из закона сохранения массы при условии несжимаемости среды следует, что

(𝑟 +𝑊 )3 = 𝑎3 + 𝑟3 − 𝑟30,
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а при обозначении 𝑥 = 𝑎/𝑟0 последнее соотношение перепишется как

(𝑟 +𝑊 )3 = 𝑟3 + 𝑎3(1− 𝑥−3)

или после преобразований

𝑊 3

3𝑟2
+
𝑊 2

𝑟
+𝑊 =

𝑎3

3𝑟2
(1− 𝑥−3). (13)

При 𝑟 ≫ 𝑎, что имеет место в окрестности упругопластической границы, ве-
личины 𝑊 и 𝑊/𝑟 имеют разные порядки (𝑊 ≫𝑊/𝑟). Поэтому, пренебрегая
первыми двумя слагаемыми соотношения (13), получим

𝑊 (𝑟, 𝑡) ≈ 𝑎3

3𝑟2
(1− 𝑥−3), (14)

и, соответственно,
𝜕𝑊

𝜕𝑟
= −2𝑎3

3𝑟3
(1− 𝑥−3). (15)

Величина главного сдвига 𝛾 при постоянстве плотности определяется со-
отношением

𝛾 ≈ 𝑊

𝑟
− 𝜕𝑊

𝜕𝑟
+

1

2

(︁𝑊
𝑟

)︁2
− 1

2

(︁𝜕𝑊
𝜕𝑟

)︁2
. (16)

Заменяя в (16) 𝑊 и 𝜕𝑊
𝜕𝑟 их выражениями из (14) и (15), получаем

𝛾 = (𝑎/𝑟)3(1− 𝑥−3)
1 + 0.5(𝑎/𝑟)3(1− 𝑥−3)(︀
1 + (𝑎/𝑟)3(1− 𝑥−3)

)︀4/3 ≈ (𝑎/𝑟)3(1− 𝑥−3), (17)

так как в упругой области (𝑎/𝑟)3(1− 𝑥−3) ≪ 1.
Из последнего выражения следует, что на упругопластической границе

(𝑟 = 𝑏 и 𝛾 = 𝛾𝑒) выполняется соотношение

𝛾𝑒 = (𝑎/𝑏)3(1− 𝑥−3). (18)

С учетом (17) и (18) выражение (12) преобразуется к виду

Π𝑒 = 2𝜋

∫︁ ∞

𝑏
𝐺0

(︁𝑎
𝑟

)︁6
(1− 𝑥−3)2𝑟2𝑑𝑟 = 2𝜋𝐺0𝑎

6(1− 𝑥−3)2
∫︁ ∞

𝑏

1

𝑟4
𝑑𝑟 =

= −2𝜋

3
𝐺0𝑎

6(1− 𝑥−3)2
1

𝑟3

⃒⃒⃒∞
𝑏

=
2𝜋𝑎3

3
𝐺0

(︁𝑎
𝑏

)︁3
(1− 𝑥−3)2 =

=
1

2
𝐺0𝛾𝑒(1− 𝑥−3)𝑉max =

1

2
𝜏𝑠(1− 𝑥−3)𝑉max.

В упругопластической области 𝑎 < 𝑟 < 𝑏 потенциальная энергия дефор-
мации частицы среды запасена как упруго (так как каждая частица нагру-
жена упруго до предела 𝛾 = 𝛾𝑒), так и в виде пластических деформаций, т.е.
выполняются следующие равенства:

1

2
𝐺0𝛾

2
𝑒 + 𝜏𝑠(𝛾 − 𝛾𝑒) =

1

2
𝜏𝑠𝛾𝑒 + 𝜏𝑠𝛾 − 𝜏𝑠𝛾𝑒 = 𝜏𝑠𝛾 − 1

2
𝜏𝑠𝛾𝑒.
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Потенциальная энергия деформаций сдвига во всей упругопластической
области Π𝑝 определяется из равенства

Π𝑝 = 4𝜋

∫︁ 𝑏

𝑎

[︁
𝜏𝑠

(︁𝑎
𝑟

)︁3
(1− 𝑥−3)− 1

2
𝜏𝑠𝛾𝑒

]︁
𝑟2𝑑𝑟 =

= 4𝜋𝜏𝑠𝑎
3(1− 𝑥−3)

∫︁ 𝑏

𝑎

1

𝑟
𝑑𝑟 − 2𝜋𝜏𝑠𝛾𝑒

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑟2𝑑𝑟 =

= 4𝜋𝜏𝑠𝑎
3(1− 𝑥−3) ln 𝑟

⃒⃒⃒𝑏
𝑎
− 2𝜋

3
𝜏𝑠𝛾𝑒𝑟

3
⃒⃒⃒𝑏
𝑎
=

= 4𝜋𝑎3 ln
𝑏

𝑎
𝜏𝑠(1− 𝑥−3)− 2𝜋

3
𝜏𝑠𝛾𝑒(𝑏

3 − 𝑎3) =

= 𝑉max ln
(︁ 𝑏
𝑎

)︁3
𝜏𝑠(1− 𝑥−3)− 2𝜋

3
𝑎3𝜏𝑠𝛾𝑒

[︁(︁ 𝑏
𝑎

)︁3
− 1

]︁
=

= 𝜏𝑠𝑉max ln
(︁ 𝑏
𝑎

)︁3
(1− 𝑥−3)− 1

2
𝜏𝑠𝑉max

(︁𝑎
𝑏

)︁3
(1− 𝑥−3)

[︁(︁ 𝑏
𝑎

)︁3
− 1

]︁
=

= 𝜏𝑠𝑉max(1− 𝑥−3) ln
(︁ 𝑏
𝑎

)︁3
− 1

2
𝜏𝑠𝑉max(1− 𝑥−3)

[︁
1−

(︁𝑎
𝑏

)︁3]︁
=

= 𝜏𝑠𝑉max(1− 𝑥−3)
{︁
ln
(︁ 𝑏
𝑎

)︁3
− 1

2

[︁
1−

(︁𝑎
𝑏

)︁3]︁}︁
.

Так как (𝑎/𝑏)3 ≪ 1, последнее выражение можно представить в виде

Π𝑝 ≈ 𝜏𝑠𝑉max(1− 𝑥−3)
[︁
ln
(︁ 𝑏
𝑎

)︁3
− 1

2

]︁
. (19)

Для определения величины ln(𝑏/𝑎)3 воспользуемся законом сохранения
массы в возмущенной области от центра камуфлетной полости до упруго-
пластической границы 𝑏:

𝜌0(𝑏
3 − 𝑟30) = 𝜌(𝑏3 − 𝑎3),

откуда (︁ 𝑏
𝑎

)︁3
=

𝜌

𝜌− 𝜌0
− 𝜌0
𝜌− 𝜌0

𝑟30
𝑎3
. (20)

Учитывая, что (𝑟0/𝑎)
3 ≪ 1, уже при 𝑎 > 2, вычитаемом в соотношении (20),

можно пренебречь и записать его в виде(︁ 𝑏
𝑎

)︁3
=

𝜌

𝜌− 𝜌0
=

1

𝛽
.

Тогда соотношение (19) примет вид

Π𝑝 ≈ 𝜏𝑠𝑉max(1− 𝑥−3)
[︁
ln

1

𝛽
− 1

2

]︁
.

Приравнивая работу расширяющихся продуктов взрыва сумме Π𝑒 + Π𝑝,
получаем, что

𝜏𝑠(1− 𝑥−3
1 ) ln

1

𝛽
=

𝑃00𝑉0
(𝑚− 1)𝑉max

[︁
1−

(︁ 𝑉0
𝑉max

)︁𝑚−1]︁
, (21)
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где 𝑥1 = 𝑎max/𝑟0 = (𝑉max/𝑉0)
1/3 и, соответственно, 𝑉0/𝑉max = 𝑥−3

1 .
Заменяя в (21) 𝑉0/𝑉max через 𝑥−3

1 , получим уравнение относительно толь-
ко одной неизвестной величины 𝑥1, разрешив которое, определим эту неиз-
вестную.

Соотношение (11) и зависимость �̇�2 = 𝑦(𝑥)𝑃00/𝜌 позволяют вычислять
значения размерной скорости камуфлетной поверхности �̇�(𝑥). После того как
значение �̇�(𝑥) определено, по формуле 𝑢(𝑟) = 𝑎2�̇�/𝑟2 при заданном 𝑟 вычисля-
ются значения скорости частиц на различных расстояниях от центра взрыва
𝑢(𝑟) на момент достижения радиусом камуфлетной полости значения 𝑎.

Полученное решение задачи определения поля скоростей в сплошной упру-
гопластической среде при камуфлетном взрыве позволяет оценивать размеры
зон расширения, пластического деформирования среды и воздействия взрыв-
ных возмущений на различные объекты.
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Abstract
The paper presents a solution to the centrally symmetric problem of

determining the velocity field in a continuous elastoplastic medium during
a camouflet explosion, assuming that the motion of the camouflet cavity is
non-oscillatory and that the medium is incompressible in both the plastic
and elastic regions. Dependencies for determining the size of the expansion
zones and plastic deformation of the medium are obtained. The solution
is based on the “camouflet equation” — a relationship for determining the
pressure on the contact surface of the expanding spherical cavity due to
internal pressure.
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