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Аннотация

Работа посвящена изучению вопросов существования и единственно-
сти положительного ограниченного и непрерывного решения для одного
класса двумерных нелинейных интегральных уравнений с некомпакт-
ным оператором Гаммерштейна—Немыцкого на плоскости. Такие урав-
нения возникают в теории 𝑝-адических открытых и открыто-замкнутых
струн, в кинетической теории газов, в математической теории геогра-
фического распространения эпидемических заболеваний. Доказываются
конструктивные теоремы существования и единственности ограниченно-
го положительного решения. Исследуется также асимптотическое пове-
дение построенного решения на бесконечности. Приводятся конкретные
прикладные примеры указанного класса уравнений.
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О разрешимости одного класса нелинейных двумерных интегральных уравнений . . .

1. Введение
Рассмотрим следующий класс двумерных интегральных уравнений на

плоскости R2 с некомпактным и монотонным оператором типа Гаммерштей-
на—Немыцкого:

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦)) +

+

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥− 𝑥′, 𝑦 − 𝑦′)𝐺(𝑓(𝑥′, 𝑦′))𝑑𝑥′𝑑𝑦′, (𝑥, 𝑦) ∈ R2 (1)

относительно искомой непрерывной ограниченной и неотрицательной на мно-
жестве R2 := R× R, R := (−∞,+∞) функции 𝑓(𝑥, 𝑦).

В уравнении (1) нелинейности 𝜇 и𝐺— определенные и непрерывные функ-
ции соответственно на множествах R2 × R+ и R+ := [0,+∞), принимают
вещественные значения, удовлетворяют условию «критичности»:

𝜇(𝑥, 𝑦, 0) ≡ 0, (𝑥, 𝑦) ∈ R2, 𝐺(0) = 0

и некоторым другим условиям (см. ниже). Из условия «критичности» сра-
зу следует существование тривиального (нулевого) решения уравнения (1).
Ядро 𝐾 определено на множестве R2 и удовлетворяет следующим условиям:

I) 𝐾 ∈ 𝐶𝑀 (R2), где 𝐶𝑀 (R2)— пространство непрерывных и ограниченных
функций на множестве R2;

II) 𝐾(𝑥, 𝑦) = 𝐾(𝑦, 𝑥) > 0, (𝑥, 𝑦) ∈ R2, 𝐾(−𝑡, 𝑦) = 𝐾(𝑡, 𝑦), 𝑡 ∈ R+, 𝑦 ∈ R,∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 1.

Исследование вопросов существования и единственности для уравнения (1)
помимо чисто математического интереса представляет определенный интерес
также в приложениях. В частности, при различных представлениях функций
𝜇, 𝐺 и 𝐾 такие уравнения возникают в теории 𝑝-адических открытых и от-
крыто-замкнутых струн для скалярного поля тахионов, в математической
теории распространения эпидемических заболеваний в рамках модифициро-
ванной модели Дикмана—Капера, в кинетической теории газов (см. [1–6]).
Следует отметить, что такие интегральные уравнения встречаются также
в космологии (см. [7]).

В частном случае, когда 𝐾(𝑥, 𝑦) = 𝐾1(𝑥)𝐾2(𝑦),1 а 𝜇 ≡ 0, вопросы пост-
роения нечетных по каждому аргументу ограниченных и монотонных (по 𝑥
и по 𝑦) решений обсуждались в работе [8]. В случае, когда 𝜇 ≡ 0, при более
сильных (по сравнению с условиями I), II)) условиях на 𝐾 уравнение (1) ис-
следовалось в работе [9] для нелинейностей 𝐺, удовлетворяющих следующим
условиям:

1) 𝐺 ∈ 𝐶(R+), 𝑦 = 𝐺(𝑢) выпукла вверх на R+;
2) 𝑦 = 𝐺(𝑢) ↑ на R+;
3) существует число 𝜂 > 0 такое, что 𝐺(𝜂) = 𝜂;
4) 𝐺(−𝑢) = −𝐺(𝑢), 𝑢 ∈ R+.

1Ядра {𝐾𝑗(𝑢)}𝑗=1,2 являются четными ограниченными положительными суммируемы-

ми и монотонно убывающими на R+ функциями, причем
∫︁ ∞

−∞
𝐾𝑗(𝑢)𝑑𝑢 = 1, 𝑗 = 1, 2.
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В этой работе построено знакопеременное непрерывное и ограниченное на R2

решение. Исследовано асимптотическое поведение решения на бесконечности
по каждому аргументу. Небезынтересно отметить, что в одномерном случае
уравнение (1) при различных ограничениях на 𝜇,𝐺 и 𝐾 изучалось в работах
[10–13].

Относительно функции 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑢) предположим выполнение следующих
условий:

a) 𝜇 ∈ 𝐶(R2 × R+) и при каждом фиксированном (𝑥, 𝑦) ∈ R2 функция
𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑢) ↑ по 𝑢 на R+;

b) существует sup
𝑢∈R+

𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑢) := 𝑔(𝑥, 𝑦), причем 𝑔 ∈ 𝐿1(R2) ∩𝑀(R2);

c) при каждом фиксированном (𝑥, 𝑦) ∈ R2 функция 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑢) выпукла
вверх по 𝑢 на R+, причем 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑢) < 𝑢, когда (𝑥, 𝑦) ∈ R2, а 𝑢 ∈ (𝜂,+∞).

В настоящей работе при условиях I), II), 1)–3) и a), b) мы докажем теорему
существования положительного непрерывного и ограниченного решения 𝑓 ,
причем 𝑓−𝜂 ∈ 𝐿1(R2). В условиях теоремы существования при дополнитель-
ном ограничении на функцию 𝜇 (а именно при условии c)) докажем также
единственность построенного решения в определенном подклассе ограничен-
ных на R2 функций. Следует отметить, что в процессе доказательства теоре-
мы единственности решения ключевую роль играет интегральная асимптоти-
ка построенного решения. В конце работы приведем конкретные прикладные
примеры нелинейностей 𝜇 и 𝐺, а также ядра 𝐾 для иллюстрации важности
полученных результатов в области вышеуказанных приложений.

2. Существование ограниченного решения.
Интегральная асимптотика построенного решения

Имеет место следующая
Теорема 1. При условиях I), II), 1)–3) и a), b) уравнение (1) имеет поло-

жительное непрерывное и ограниченное на R2 решение 𝑓(𝑥, 𝑦), причем 𝑓−𝜂 ∈
𝐿1(R2). Более того, если lim

𝑥→±∞
lim

𝑦→±∞
𝑔(𝑥, 𝑦) = 0, то lim

𝑥→±∞
lim

𝑦→±∞
𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝜂.

До к а з ат е л ь ств о. Сперва рассмотрим следующее характеристическое
уравнение на множестве R+:

𝐺(𝑢) + 𝛾 = 𝑢, (2)
𝛾 := sup

(𝑥,𝑦)∈R2

𝑔(𝑥, 𝑦) < +∞.

Из свойств 1)–3) немедленно следует, что уравнение (2) имеет положительное
решение 𝜉.

Во-первых убедимся, что
𝜉 > 𝜂, (3)

где число 𝜂 определяется в условии 3). Действительно, в противном случае
в силу свойств 1)–3) и положительности числа 𝛾 получим

1 =
𝐺(𝜂)

𝜂
6
𝐺(𝜉)

𝜉
= 1− 𝛾

𝜉
,

а последнее невозможно.
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Теперь докажем, что характеристическое уравнение (2) имеет единствен-
ное положительное решение.

Предположим обратное: существует также 𝜉 ̸= 𝜉 такое, что 𝐺(𝜉) + 𝛾 = 𝜉.
Тогда будем иметь

𝐺(𝜉)− 𝜉 = 𝐺(𝜉)− 𝜉 = −𝛾 < 0. (4)

Снова принимая во внимание условия 1)–3), получаем, что при 𝜉 > 𝜉 имеет
место 𝐺(𝜉)/𝜉 < 𝐺(𝜉)/𝜉, а при 𝜉 < 𝜉 справедлива оценка 𝐺(𝜉)/𝜉 > 𝐺(𝜉)/𝜉.

В обоих случаях в силу (4) приходим к противоречию. Следовательно, 𝜉 = 𝜉.
Рассмотрим теперь следующие последовательные приближения для урав-

нения (1):

𝑓𝑛+1(𝑥, 𝑦) = 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑓𝑛(𝑥, 𝑦)) +

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥− 𝑥′, 𝑦 − 𝑦′)𝐺(𝑓𝑛(𝑥

′, 𝑦′))𝑑𝑥′𝑑𝑦′,

𝑓0(𝑥, 𝑦) ≡ 𝜂, (𝑥, 𝑦) ∈ R2, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . . (5)

Используя оценку (3), тот факт, что число 𝜉 единственным образом опреде-
ляется из характеристического уравнения (2), а также условия 1)–3), a), b),
I), II), индукцией по 𝑛 несложно проверить, что

𝑓𝑛(𝑥, 𝑦) ↑ по 𝑛, (𝑥, 𝑦) ∈ R2, (6)

𝑓𝑛(𝑥, 𝑦) 6 𝜉, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , (𝑥, 𝑦) ∈ R2, (7)

𝑓𝑛 ∈ 𝐶(R2), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . . (8)

Убедимся, что существует константа 𝐶 > 0 такая, что∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
(𝑓𝑛(𝑥, 𝑦)− 𝜂)𝑑𝑥𝑑𝑦 6 𝐶, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . . (9)

С этой целью сперва покажем, что

𝑓𝑛 − 𝜂 ∈ 𝐿1(R2), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . . (10)

В случае 𝑛 = 0 включение (10) очевидно. Предположим, что 𝑓𝑛 − 𝜂 ∈
𝐿1(R2) при некотором 𝑛 ∈ N. Пусть {𝛿𝑗}𝑗=1,2, {𝑟𝑗}𝑗=1,2 — произвольные веще-
ственные числа, причем 𝛿1 < 𝛿2, 𝑟1 < 𝑟2. Тогда из (5) в силу теоремы Фубини
(см. [14]), условий I), II), 1)–3), a), b) и очевидного неравенства 𝐺(𝑢) 6 𝑢,
𝑢 ∈ [𝜂, 𝜉] будем иметь∫︁ 𝛿2

𝛿1

∫︁ 𝑟2

𝑟1

(𝑓𝑛+1(𝑥, 𝑦)− 𝜂)𝑑𝑥𝑑𝑦 6
∫︁ 𝛿2

𝛿1

∫︁ 𝑟2

𝑟1

𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦+

+

∫︁ 𝛿2

𝛿1

∫︁ 𝑟2

𝑟1

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥− 𝑥′, 𝑦 − 𝑦′)(𝐺(𝑓𝑛(𝑥

′, 𝑦′))− 𝜂)𝑑𝑥′𝑑𝑦′𝑑𝑥𝑑𝑦 6

6
∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦+

∫︁ 𝛿2

𝛿1

∫︁ 𝑟2

𝑟1

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥−𝑥′, 𝑦−𝑦′)(𝑓𝑛(𝑥′, 𝑦′)−𝜂)𝑑𝑥′𝑑𝑦′𝑑𝑥𝑑𝑦 6

6
∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦+

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
(𝑓𝑛(𝑥

′, 𝑦′)−𝜂)
∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥−𝑥′, 𝑦−𝑦′)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑥′𝑑𝑦′ =
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=

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 +

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
(𝑓𝑛(𝑥

′, 𝑦′)− 𝜂)𝑑𝑥′𝑑𝑦′ < +∞.

В полученной оценке, устремляя 𝛿1 → −∞, 𝛿2 → +∞, 𝑟1 → −∞ и 𝑟2 → +∞,
заключаем, что 𝑓𝑛+1 − 𝜂 ∈ 𝐿1(R2).

Вернемся к доказательству оценки (9). Из свойств (6), (7) в силу условий
1)–3) для любого 𝜀 ∈ (0, 1) имеем (см. рис. 1)

0 6 𝐺(𝑓𝑛(𝑥, 𝑦))−𝜂 6
𝜂 −𝐺(𝜀𝜂)

𝜂(1− 𝜀)
(𝑓𝑛(𝑥, 𝑦)−𝜂), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , (𝑥, 𝑦) ∈ R2. (11)

Очевидно, что 𝜌 :=
𝜂 −𝐺(𝜀𝜂)

𝜂(1− 𝜀)
∈ (0, 1), ибо 𝐺(𝜀𝜂) > 𝜀𝜂, 𝐺(𝜂) = 𝜂, 𝑦 = 𝐺(𝑢) ↑

на R+ и 𝑦 = 𝐺(𝑢) выпукла вверх на R+.
Принимая во внимание (11), а также условия II), a), b), 1)–3), в силу

монотонности последовательности {𝑓𝑛(𝑥, 𝑦)}∞𝑛=0 по 𝑛 и включения (10) из (5)
будем иметь∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
(𝑓𝑛+1(𝑥, 𝑦)− 𝜂)𝑑𝑥𝑑𝑦 6

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦+

+

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥− 𝑥′, 𝑦 − 𝑦′)(𝐺(𝑓𝑛+1(𝑥

′, 𝑦′))− 𝜂)𝑑𝑥′𝑑𝑦′ 6

6
∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 + 𝜌

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
(𝑓𝑛+1(𝑥

′, 𝑦′)− 𝜂)𝑑𝑥′𝑑𝑦′,

откуда следует, что∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
(𝑓𝑛+1(𝑥, 𝑦)− 𝜂)𝑑𝑥𝑑𝑦 6

6
𝜂(1− 𝜀)

𝐺(𝜀𝜂)− 𝜀𝜂

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 := 𝐶 < +∞.

Таким образом, из (6)–(9) заключаем, что последовательность непрерыв-
ных на R2 функций {𝑓𝑛(𝑥, 𝑦)}∞𝑛=0 имеет поточечный предел, когда 𝑛 → ∞:

Рис. 1. [Figure 1]
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lim
𝑛→∞

𝑓𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦), причем предельная функция 𝑓(𝑥, 𝑦) согласно теореме
Б. Леви (см. [14]) обладает следующими свойствами:

𝜂 6 𝑓(𝑥, 𝑦) 6 𝜉, (𝑥, 𝑦) ∈ R2, (12)

𝑓 − 𝜂 ∈ 𝐿1(R2), (13)∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
(𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝜂)𝑑𝑥𝑑𝑦 6

𝜂(1− 𝜀)

𝐺(𝜀𝜂)− 𝜀𝜂

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦. (14)

Учитывая (8), (12), а также непрерывность функций 𝜇, 𝐾 и 𝐺, заключаем,
что 𝑓 ∈ 𝐶(R2). Для завершения доказательства осталось убедиться, что если
lim

𝑥→±∞
lim

𝑦→±∞
𝑔(𝑥, 𝑦) = 0, то существуют lim

𝑥→±∞
lim

𝑦→±∞
𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝜂. Действитель-

но, из (1), (12), a), b), 1)–3), во-первых, следует, что

0 6 𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝜂 6 𝑔(𝑥, 𝑦) +

+

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥− 𝑥′, 𝑦 − 𝑦′)(𝑓(𝑥′, 𝑦′)− 𝜂)𝑑𝑥′𝑑𝑦′, (𝑥, 𝑦) ∈ R2. (15)

С другой стороны, известно, что если 𝜙,𝜓 ∈ 𝐿1(R) ∩𝑀(R), то (см. [15])

(𝜙 * 𝜓)(𝑥) :=
∫︁ ∞

−∞
𝜙(𝑥− 𝑥′)𝜓(𝑥′)𝑑𝑥′ → 0, (16)

при 𝑥→ ±∞.
Учитывая (13), II), I), (16), а также предельное соотношение

lim
𝑥→±∞

lim
𝑦→±∞

𝑔(𝑥, 𝑦) = 0, из (15) получаем, что lim
𝑥→±∞

lim
𝑦→±∞

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝜂.

Таким образом, теорема полностью доказана. �

Замечание 1. Заметим, что на самом деле построенное нами решение
𝑓(𝑥, 𝑦) удовлетворяет следующему строгому неравенству снизу:

𝑓(𝑥, 𝑦) > 𝜂, (𝑥, 𝑦) ∈ R2. (17)

Действительно, из (1), (12), II), 3) в силу монотонности функций 𝜇 и 𝐺 по 𝑢
получаем

𝑓(𝑥, 𝑦) > 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝜂) +

+𝐺(𝜂)

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥− 𝑥′, 𝑦 − 𝑦′)𝑑𝑥′𝑑𝑦′ > 𝐺(𝜂) = 𝜂, (𝑥, 𝑦) ∈ R2.

Замечание 2. Рассмотрим теперь следующий класс нелинейных двумер-
ных интегральных уравнений на R2:

Φ(𝑥, 𝑦) = 𝜇0(𝑥, 𝑦)𝐺0(Φ(𝑥, 𝑦)) +

+

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥− 𝑥′, 𝑦 − 𝑦′)𝐺1(Φ(𝑥

′, 𝑦′))𝑑𝑥′𝑑𝑦′, (𝑥, 𝑦) ∈ R2 (18)
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относительно искомой неотрицательной функции Φ(𝑥, 𝑦). В уравнении (18)
𝜇0 — положительная непрерывная суммируемая и ограниченная на R2 функ-
ция, ядро 𝐾 удовлетворяет условиям I), II), а функции 𝐺0 и 𝐺1 допускают
следующие представления:

𝐺0(𝑢) := 𝐺(𝑢+ 𝜂), (19)
𝐺1(𝑢) := 𝐺(𝑢+ 𝜂)− 𝜂, (20)

где 𝐺(𝑢) обладает свойствами 1)–3), причем

κ := sup
𝑢∈R+

𝐺(𝑢) < +∞.

Несложно проверить, что функция 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑢) = 𝜇0(𝑥, 𝑦)𝐺0(𝑢) удовлетворя-
ет условиям a), b), а при условии κ 6 1/2 выполняется также условие c). Сле-
довательно, согласно теореме 1 уравнение (1) с нелинейностью вида 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑢) =
= 𝜇0(𝑥, 𝑦)𝐺0(𝑢) имеет положительное непрерывное и ограниченное решение
со свойствами (12)–(14). Заметим, что функция Φ*(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝜂 ∈
𝐿1(R2)∩𝑀(R2) является решением уравнения (18). Действительно, учитывая
II), (20), (19), (1), из (18) будем иметь

𝜇0(𝑥, 𝑦)𝐺0(Φ
*(𝑥, 𝑦)) +

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥− 𝑥′, 𝑦 − 𝑦′)𝐺1(Φ

*(𝑥′, 𝑦′))𝑑𝑥′𝑑𝑦′ =

= 𝜇0(𝑥, 𝑦)𝐺(𝑓(𝑥, 𝑦)) +

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥− 𝑥′, 𝑦 − 𝑦′)(𝐺(𝑓(𝑥′, 𝑦′))− 𝜂)𝑑𝑥′𝑑𝑦′ =

= 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦)) +

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥− 𝑥′, 𝑦 − 𝑦′)𝐺(𝑓(𝑥′, 𝑦′))𝑑𝑥′𝑑𝑦′ − 𝜂 =

= 𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝜂 = Φ*(𝑥, 𝑦).

3. Единственность решения. Примеры
В настоящем разделе займемся вопросом единственности решения урав-

нения (1) в следующем классе ограниченных и неотрицательных на R2 функ-
ций:

M := {𝑓 ∈ 𝐶𝑀 (R2) : 𝑓(𝑥, 𝑦) > 0, (𝑥, 𝑦) ∈ R2, ∃ 𝑟 > 0, s.t. inf
(𝑥,𝑦)∈R2∖𝐵𝑟

𝑓(𝑥, 𝑦) > 0},

где
𝐵𝑟 := {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : |𝑥| 6 𝑟, |𝑦| 6 𝑟}.

Справедлива следующая
Теорема 2. При условиях теоремы 1, если функция 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑢) дополни-

тельно удовлетворяет условию c), то уравнение (1) в классе M не может
иметь более одного решения.

До к а з ат е л ь ств о. Пусть 𝑓*(𝑥, 𝑦)— произвольное решение уравнения
(1) из класса M. Сперва докажем, что на самом деле

𝑡 := inf
(𝑥,𝑦)∈R2

𝑓*(𝑥, 𝑦) > 0.
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Действительно, во-первых, если обозначим через 𝑐0 := inf
(𝑥,𝑦)∈R2∖𝐵𝑟

𝑓*(𝑥, 𝑦) > 0

(так как 𝑓* ∈ M), то в силу свойств 1)–3), a), b) и II) из (1) для всех (𝑥, 𝑦) ∈ R2

будем иметь следующие оценки:

𝑓*(𝑥, 𝑦) >
∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥− 𝑥′, 𝑦 − 𝑦′)𝐺(𝑓*(𝑥′, 𝑦′))𝑑𝑥′𝑑𝑦′ >

>
∫︁ −𝑟

−∞

∫︁ ∞

𝑟
𝐾(𝑥− 𝑥′, 𝑦 − 𝑦′)𝐺(𝑓*(𝑥′, 𝑦′))𝑑𝑥′𝑑𝑦′+

+

∫︁ ∞

𝑟

∫︁ ∞

𝑟
𝐾(𝑥− 𝑥′, 𝑦 − 𝑦′)𝐺(𝑓*(𝑥′, 𝑦′))𝑑𝑥′𝑑𝑦′+

+

∫︁ −𝑟

−∞

∫︁ −𝑟

−∞
𝐾(𝑥− 𝑥′, 𝑦 − 𝑦′)𝐺(𝑓*(𝑥′, 𝑦′))𝑑𝑥′𝑑𝑦′+

+

∫︁ ∞

𝑟

∫︁ −𝑟

−∞
𝐾(𝑥− 𝑥′, 𝑦 − 𝑦′)𝐺(𝑓*(𝑥′, 𝑦′))𝑑𝑥′𝑑𝑦′ >

> 𝐺(𝑐0)

(︂∫︁ −𝑟

−∞

∫︁ ∞

𝑟
𝐾(𝑥− 𝑥′, 𝑦 − 𝑦′)𝑑𝑥′𝑑𝑦′ +

∫︁ ∞

𝑟

∫︁ ∞

𝑟
𝐾(𝑥− 𝑥′, 𝑦 − 𝑦′)𝑑𝑥′𝑑𝑦′+

+

∫︁ −𝑟

−∞

∫︁ −𝑟

−∞
𝐾(𝑥− 𝑥′, 𝑦 − 𝑦′)𝑑𝑥′𝑑𝑦′ +

∫︁ ∞

𝑟

∫︁ −𝑟

−∞
𝐾(𝑥− 𝑥′, 𝑦 − 𝑦′)𝑑𝑥′𝑑𝑦′

)︂
=

= 𝐺(𝑐0)

(︂∫︁ −𝑟−𝑦

−∞

∫︁ ∞

𝑟−𝑥
𝐾(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣 +

∫︁ ∞

𝑟−𝑦

∫︁ ∞

𝑟−𝑥
𝐾(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣+

+

∫︁ −𝑟−𝑦

−∞

∫︁ −𝑟−𝑥

−∞
𝐾(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣 +

∫︁ ∞

𝑟−𝑦

∫︁ −𝑟−𝑥

−∞
𝐾(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

)︂
:= 𝜎(𝑥, 𝑦).

Обозначим через Π1,Π2,Π3 и Π4 следующие части R2:

Π1 := {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑥 > 0, 𝑦 < 0}, Π2 := {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑥 > 0, 𝑦 > 0},
Π3 := {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑥 < 0, 𝑦 < 0}, Π4 := {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑥 6 0, 𝑦 > 0}.

Теперь оценим снизу функцию 𝜎(𝑥, 𝑦) на каждом из множеств Π𝑗 , 𝑗 = 1, 2, 3, 4.
В силу условия II) имеем следующие оценки:

– если (𝑥, 𝑦) ∈ Π1, то

𝜎(𝑥, 𝑦) > 𝐺(𝑐0)
∫︁ −𝑟−𝑦

−∞

∫︁ ∞

𝑟−𝑥
𝐾(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣 >

> 𝐺(𝑐0)
∫︁ −𝑟

−∞

∫︁ ∞

𝑟
𝐾(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣 =

= 𝐺(𝑐0)

∫︁ ∞

𝑟

∫︁ ∞

𝑟
𝐾(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣 := 𝛼0 > 0;

– если (𝑥, 𝑦) ∈ Π2, то

𝜎(𝑥, 𝑦) > 𝐺(𝑐0)
∫︁ ∞

𝑟−𝑦

∫︁ ∞

𝑟−𝑥
𝐾(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣 >
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> 𝐺(𝑐0)
∫︁ ∞

𝑟

∫︁ ∞

𝑟
𝐾(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣 = 𝛼0;

– если (𝑥, 𝑦) ∈ Π3, то

𝜎(𝑥, 𝑦) > 𝐺(𝑐0)
∫︁ −𝑟−𝑦

−∞

∫︁ −𝑟−𝑥

−∞
𝐾(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣 >

> 𝐺(𝑐0)
∫︁ −𝑟

−∞

∫︁ −𝑟

−∞
𝐾(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣 =

= 𝐺(𝑐0)

∫︁ ∞

𝑟

∫︁ ∞

𝑟
𝐾(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣 = 𝛼0;

– если (𝑥, 𝑦) ∈ Π4, то

𝜎(𝑥, 𝑦) > 𝐺(𝑐0)
∫︁ ∞

𝑟−𝑦

∫︁ −𝑟−𝑥

−∞
𝐾(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣 >

> 𝐺(𝑐0)
∫︁ ∞

𝑟

∫︁ −𝑟

−∞
𝐾(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣 =

= 𝐺(𝑐0)

∫︁ ∞

𝑟

∫︁ ∞

𝑟
𝐾(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣 = 𝛼0.

Так как
4⋃︀

𝑗=1
Π𝑗 = R2, для всех (𝑥, 𝑦) ∈ R2 имеем 𝜎(𝑥, 𝑦) > 𝛼0 > 0. Сле-

довательно, 𝑡 > 𝛼0 > 0. Убедимся теперь, что 𝑡 > 𝜂. Действительно, из
уравнения (1) в силу условий 1)–3), a), b) и I), II) имеем

𝑓*(𝑥, 𝑦) > 𝐺(𝑡)
∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥− 𝑥′, 𝑦 − 𝑦′)𝑑𝑥′𝑑𝑦′ = 𝐺(𝑡), (𝑥, 𝑦) ∈ R2,

откуда, принимая во внимание определение числа 𝑡, получаем, что 𝑡 > 𝐺(𝑡).
Следовательно, учитывая 1)–3), приходим к неравенству 𝑡 > 𝜂. Аналогично,
как в замечании 1, можно убедиться, что

𝑓*(𝑥, 𝑦) > 𝜂, (𝑥, 𝑦) ∈ R2. (21)

Несложно доказать также, что

𝑓*(𝑥, 𝑦) 6 𝜉, (𝑥, 𝑦) ∈ R2. (22)

Очевидно, что для завершения доказательства сформулированной теоремы
достаточно доказать, что 𝑓*(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦), где 𝑓(𝑥, 𝑦)— решение уравне-
ния (1), построенное при помощи последовательных приближений (5). Пред-
положим обратное: существует точка (𝑥0, 𝑦0) ∈ R2 такая, что 𝑓*(𝑥0, 𝑦0) ̸=
̸= 𝑓(𝑥0, 𝑦0). В силу непрерывности функций 𝑓* и 𝑓 существует окрестность
𝑂(𝑥0, 𝑦0) этой точки такая, что 𝑓*(𝑥, 𝑦) ̸= 𝑓(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑂(𝑥0, 𝑦0). Обозна-
чим через 𝒟 следующее измеримое множество:

𝒟 := {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 : 𝑓*(𝑥, 𝑦) ̸= 𝑓(𝑥, 𝑦)}.
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Очевидно, что 𝑂(𝑥0, 𝑦0) ⊂ 𝒟 и mes𝒟 > 0. Учитывая (1) оценим теперь сле-
дующую разность:

|𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝑓*(𝑥, 𝑦)| 6 |𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦))− 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑓*(𝑥, 𝑦))|+

+

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥− 𝑥′, 𝑦 − 𝑦′)|𝐺(𝑓(𝑥′, 𝑦′))−𝐺(𝑓*(𝑥′, 𝑦′))|𝑑𝑥′𝑑𝑦′, (𝑥, 𝑦) ∈ R2. (23)

Сперва убедимся, что

𝜒1(𝑥, 𝑦) := (𝐺(𝑓(𝑥, 𝑦))− 𝜂)×
× |𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦))− 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑓*(𝑥, 𝑦))| ∈ 𝐿1(R2) ∩𝑀(R2), (24)

𝜒2(𝑥, 𝑦) := (𝐺(𝑓(𝑥, 𝑦))− 𝜂)

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥− 𝑥′, 𝑦 − 𝑦′)×

× |𝐺(𝑓(𝑥′, 𝑦′))−𝐺(𝑓*(𝑥′, 𝑦′))|𝑑𝑥′𝑑𝑦′ ∈ 𝐿1(R2) ∩𝑀(R2). (25)

Действительно, учитывая (8), (12), (22) и условия a), b), II), 1)–3), будем
иметь

0 6 𝜒1(𝑥, 𝑦) 6 2𝑔(𝑥, 𝑦)(𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝜂) ∈ 𝐿1(R2) ∩𝑀(R2),

0 6 𝜒2(𝑥, 𝑦) 6 2𝐺(𝜉)(𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝜂) ∈ 𝐿1(R2) ∩𝑀(R2),

Следовательно, включения (24) и (25) доказаны. Умножим обе части неравен-
ства (23) на функцию 𝐺(𝑓(𝑥, 𝑦)) − 𝜂 и проинтегрируем полученное неравен-
ство на R2. Принимая во внимание (24), (25), условия I), II), в силу теоремы
Фубини получим∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
(𝐺(𝑓(𝑥, 𝑦))− 𝜂)|𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝑓*(𝑥, 𝑦)|𝑑𝑥𝑑𝑦 6

6
∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
(𝐺(𝑓(𝑥, 𝑦))− 𝜂)|𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦))− 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑓*(𝑥, 𝑦))|𝑑𝑥𝑑𝑦 +

+

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
(𝐺(𝑓(𝑥, 𝑦))− 𝜂)

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥− 𝑥′, 𝑦 − 𝑦′)×

× |𝐺(𝑓(𝑥′, 𝑦′))−𝐺(𝑓*(𝑥′, 𝑦′))|𝑑𝑥′𝑑𝑦′𝑑𝑥𝑑𝑦 =

=

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
(𝐺(𝑓(𝑥, 𝑦))− 𝜂)|𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦))− 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑓*(𝑥, 𝑦))|𝑑𝑥𝑑𝑦 +

+

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
|𝐺(𝑓(𝑥′, 𝑦′))−𝐺(𝑓*(𝑥′, 𝑦′))| ×

×
∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥′ − 𝑥, 𝑦′ − 𝑦)(𝐺(𝑓(𝑥, 𝑦))− 𝜂)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑥′𝑑𝑦′ =

=

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
(𝐺(𝑓(𝑥, 𝑦))− 𝜂)|𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦))− 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑓*(𝑥, 𝑦))|𝑑𝑥𝑑𝑦 +

+

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
|𝐺(𝑓(𝑥′, 𝑦′))−𝐺(𝑓*(𝑥′, 𝑦′))|(𝑓(𝑥′, 𝑦′)−𝜇(𝑥′, 𝑦′, 𝑓(𝑥′, 𝑦′))−𝜂)𝑑𝑥′𝑑𝑦′.
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Полученное неравенство в силу оценки (17) и определения множества 𝒟 мож-
но переписать в следующем виде:

x

𝒟

(𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝜂)|𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝑓*(𝑥, 𝑦)|
(︁𝐺(𝑓(𝑥, 𝑦))− 𝜂

𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝜂
−

− 𝐺(𝑓(𝑥, 𝑦))− 𝜂

𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝜂
· |𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦))− 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑓*(𝑥, 𝑦))|

|𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝑓*(𝑥, 𝑦)|
−

− |𝐺(𝑓(𝑥, 𝑦))−𝐺(𝑓*(𝑥, 𝑦))|
|𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝑓*(𝑥, 𝑦)|

+

+
|𝐺(𝑓(𝑥, 𝑦))−𝐺(𝑓*(𝑥, 𝑦))|

|𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝑓*(𝑥, 𝑦)|
· 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦))

𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝜂

)︁
𝑑𝑥𝑑𝑦 6 0. (26)

Учитывая условие c), можем утверждать, что для всех (𝑥, 𝑦) ∈ 𝒟 имеем

𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦))

𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝜂
>
𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦))

𝑓(𝑥, 𝑦)
>

|𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦))− 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑓*(𝑥, 𝑦))|
|𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝑓*(𝑥, 𝑦)|

, (27)

𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦)) < 𝑓(𝑥, 𝑦). (28)

Принимая во внимание (27), (28) и (26), приходим к следующему неравенству:

x

𝒟

(𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝜂)|𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝑓*(𝑥, 𝑦)|
(︁𝐺(𝑓(𝑥, 𝑦))− 𝜂

𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝜂
−

− 𝐺(𝑓(𝑥, 𝑦))− 𝜂

𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝜂
· 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦))

𝑓(𝑥, 𝑦)
− |𝐺(𝑓(𝑥, 𝑦))−𝐺(𝑓*(𝑥, 𝑦))|

|𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝑓*(𝑥, 𝑦)|
+

+
|𝐺(𝑓(𝑥, 𝑦))−𝐺(𝑓*(𝑥, 𝑦))|

|𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝑓*(𝑥, 𝑦)|
· 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦))

𝑓(𝑥, 𝑦)

)︁
𝑑𝑥𝑑𝑦 6 0. (29)

Из свойств нелинейности 1)–3) с учетом неравенств (17) и (21) имеем (см.
рис. 2):

𝐺(𝑓(𝑥, 𝑦))− 𝜂

𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝜂
>

|𝐺(𝑓(𝑥, 𝑦))−𝐺(𝑓*(𝑥, 𝑦))|
|𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝑓*(𝑥, 𝑦)|

, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝒟. (30)

Рис. 2. [Figure 2]
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Из оценок (30) и (28) в (29) приходим к противоречию. Следовательно,
𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓*(𝑥, 𝑦), Теорема доказана. �

Замечание 3. Отметим, что полученные результаты можно распростра-
нить на 𝑛-мерные аналоги (𝑛 > 2) уравнения (1).

Приведем конкретные примеры нелинейностей 𝜇,𝐺 и ядра 𝐾, удовлетво-
ряющих всем условиям доказанных теорем.

3.1. Примеры функции 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑢)
𝜇1) 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑢) = 𝜇0(𝑥, 𝑦)(1− 𝑒−𝑢), (𝑥, 𝑦, 𝑢) ∈ R2 × R+;
𝜇2) 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑢) = 𝜇0(𝑥, 𝑦)

𝑢

𝑢+ 1
, (𝑥, 𝑦, 𝑢) ∈ R2 × R+;

𝜇3) 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑢) =
𝜇0(𝑥, 𝑦)

2

(︁ 𝑢

𝑢+ 1
+ 1 − 𝑒−𝑢

)︁
, (𝑥, 𝑦, 𝑢) ∈ R2 × R+, где 𝜇0 ∈

𝐿1(R2) ∩ 𝐶𝑀 (R2)— произвольная положительная функция.
3.2. Примеры функции 𝐺(𝑢)
𝑔1) 𝐺(𝑢) = 𝛾(1−𝑒−𝑢), 𝛾 > 1— произвольный числовой параметр, а 𝑢 ∈ R+;
𝑔2) 𝐺(𝑢) = 𝑢𝛼, 𝛼 ∈ (0, 1)— числовой параметр, 𝑢 ∈ R+;

𝑔3) 𝐺(𝑢) =
1

2

(︁ 𝑢

𝑢+ 1
+ 𝑢𝛼

)︁
, 𝛼 ∈ (0, 1), 𝑢 ∈ R+.

3.3. Примеры ядра 𝐾(𝑥, 𝑦)

𝑘1) 𝐾(𝑥, 𝑦) =
1

𝜋
𝑒−(𝑥2+𝑦2), (𝑥, 𝑦) ∈ R2;

𝑘2) 𝐾(𝑥, 𝑦) =

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑒−(|𝑥|+|𝑦|)𝑠𝑑𝜎(𝑠), (𝑥, 𝑦) ∈ R2, где 𝜎(𝑠)— определенная на

[𝑎, 𝑏), 0 < 𝑎 < 𝑏 6 +∞ монотонно возрастающая функция, удовлетво-
ряющая равенству ∫︁ 𝑏

𝑎

1

𝑠2
𝑑𝜎(𝑠) =

1

4
.

Подробно остановимся на примере 𝜇3). Проверка остальных примеров осу-
ществляется аналогичным образом. Во-первых, очевидно, что 𝜇 ∈ 𝐶(R2×R+)
и sup

𝑢∈R+

𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑢) = 𝜇0(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐿1(R2) ∩ 𝐶𝑀 (R2).

Так как
𝜕𝜇

𝜕𝑢
=
𝜇0(𝑥, 𝑦)

2

(︁ 1

(𝑢+ 1)2
+ 𝑒−𝑢

)︁
> 0,

𝜇 ↑ по 𝑢 на R+. С другой стороны,

𝜕2𝜇

𝜕𝑢2
= −𝜇0(𝑥, 𝑦)

2

(︁ 2

(𝑢+ 1)3
+ 𝑒−𝑢

)︁
< 0.

Следовательно, 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑢) выпукла вверх по 𝑢 на R+. Осталось проверить
неравенство

𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑢) < 𝑢 при 𝑢 > 𝜂. (31)

Обозначим через 𝑑 := sup
(𝑥,𝑦)∈R2

𝜇0(𝑥, 𝑦) < +∞. Тогда будем иметь

𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑢) 6
𝑑

2

(︁ 𝑢

𝑢+ 1
+ 1− 𝑒−𝑢

)︁
6
𝑑

2

2𝑢+ 1

𝑢+ 1
6 𝑑, 𝑢 ∈ R+.
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Таким образом, если 𝑑 < 𝜂, то оценка (31) будет выполнена.
Отметим, что приведенные примеры имеют также практическое значение

в математической физике и в математической биологии (см. [1–6]).
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Abstract
We consider a class of nonlinear integral equations with a stochastic and

symmetric kernel on the whole line. With certain particular representations
of the kernel and nonlinearity, equations of the above character arise in many
branches of mathematical natural science. In particular, such equations occur
in the theory 𝑝-adic strings, in the kinetic theory of gases, in mathematical
biology and in the theory of radiative transfer. Constructive existence the-
orems are proved for non-negative non-trivial and bounded solutions under
various restrictions on the function describing the nonlinearity in the equa-
tion. Under additional restrictions on the kernel and on the nonlinearity, a
uniqueness theorem is also proved in a certain class of bounded and non-
negative functions that have a finite limit in ±∞. Specific applied examples
of the kernel and non-linearity are given that satisfy all the restrictions of
the proven statements.
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