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Аннотация

Для уравнения четвертого порядка с двумя независимыми перемен-
ными рассматривается вариант задачи Гурса с данными на двух пересе-
кающихся характеристиках, включающий в себя не только построение
искомой функции, но и определение коэффициентов уравнения. Таким
образом, речь идет об обратной задаче с определением коэффициентов
уравнения. Предложена методика построения условий, обеспечивающих
выделение бесконечного числа наборов уравнений данного вида, для ко-
торых рассматриваемая задача разрешима в квадратурах. Вместо вве-
дения дополнительных граничных условий предлагаются ограничения
на структуру уравнения, связанные с возможностями его факторизации.
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Указанное в названии сообщения уравнение Буссинеска–Лява имеет вид
[1, формула (20)]

𝑢𝑥𝑥𝑦𝑦 − 𝑢𝑦𝑦 + 𝑢𝑥𝑥 = 0.

Оно возникает при изучении движения волн в периодических слоистых сре-
дах [2], а также в упругом стержне с учетом эффектов поперечной инерции.

Нашей целью является отыскание условий разрешимости в квадратурах
задачи Гурса для уравнения

𝑢𝑥𝑥𝑦𝑦+𝑎21𝑢𝑥𝑥𝑦+𝑎12𝑢𝑥𝑦𝑦+𝑎11𝑢𝑥𝑦+𝑎20𝑢𝑥𝑥+𝑎02𝑢𝑦𝑦+𝑎10𝑢𝑥+𝑎01𝑢𝑦+𝑎00𝑢 = 0, (1)

которое рассматривается в области 𝐷 = {𝑥0 < 𝑥 < 𝑥1, 𝑦0 < 𝑦 < 𝑦1}. Гранич-
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ные условия для (1) имеют при этом вид

𝑢(𝑥0, 𝑦) = 𝜙(𝑦), 𝑢𝑥(𝑥0, 𝑦) = 𝜙1(𝑦),
𝑢(𝑥, 𝑦0) = 𝜓(𝑥), 𝑢𝑦(𝑥, 𝑦0) = 𝜓1(𝑥),
𝜙′(𝑦0) = 𝜓1(𝑥0), 𝜙(𝑦0) = 𝜓(𝑥0),

𝜓′(𝑥0) = 𝜙1(𝑦0),

(2)

при чем коэффициенты в (1) считаются неизвестными и вместе с 𝑢(𝑥, 𝑦) тоже
подлежат определению.

С различных точек зрения уравнение (1) изучалось в работах Д. Манже-
рона, М. Огюсторели, С. Еасварана, В. Радочовы, Р. С. Жамалова, А. П. Сол-
датова и М. Х. Шханукова, Е. А. Уткиной (см. библиографию в книгах [3,4]),
а также в работах [5,6]. В частности, в указанной монографии [3, с. 139–142]
методом Римана построено решение задачи (1)–(2), но оно представляет собой
лишь структурную формулу, поскольку используемая там функция Римана
только существует, а конкретный вид ее неизвестен.

В данном сообщении изучается следующая
Задача. Определить коэффициенты уравнения (1), при которых его ре-

шение в области 𝐷, удовлетворяющее граничным условиям (2), оказывается
разрешимым в квадратурах.

Имеется значительное количество работ, посвященных обратным коэф-
фициентным задачам (см., например, работы [7–12] и литературу при них).
Хорошо известен подход к определению в уравнении неизвестных коэффици-
ентов, основанный на введении дополнительных граничных условий. Предла-
гаемый здесь подход к отысканию решения этой задачи основан на ограниче-
ниях, связанных с возможностями факторизации (1), то есть представлением
этого уравнения либо в виде(︁ 𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝛼

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝛽

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝛾

)︁
(𝑢𝑥𝑦 + 𝜆𝑢𝑥 + 𝜇𝑢𝑦 + 𝜈𝑢) = 0. (3)

либо в форме, получаемой из (3) путем подстановки операторов (второй опе-
ратор ставится на первое место, а первый — на второе).

Производя в левой части (3) указанные действия, потребуем совпадения
полученного выражения с коэффициентами из (1). Для (3) найдем

𝛼+ 𝜆 = 𝑎21, 𝜆𝑦 + 𝛼𝜆 = 𝑎20,
𝜇+ 𝛽 = 𝑎12, 𝜇𝑥 + 𝛽𝜇 = 𝑎02;

(4)

𝜆𝑥 + 𝜇𝑦 + 𝜈 + 𝛾 + 𝜇𝛼+ 𝛽𝜆 = 𝑎11,
𝜇𝑥𝑦 + 𝜈𝑥 + 𝛽(𝜇𝑦 + 𝜈) + 𝛼𝜇𝑥 + 𝛾𝜇 = 𝑎01,
𝜆𝑥𝑦 + 𝜈𝑦 + 𝛼(𝜆𝑥 + 𝜈) + 𝛽𝜆𝑦 + 𝛾𝜆 = 𝑎10,

𝜈𝑥𝑦 + 𝛼𝜈𝑥 + 𝛽𝜈𝑦 + 𝛾𝜈 = 𝑎00.

(5)

Для уравнения, получаемого из (3) перестановкой операторов, нужно в левой
части соотношений (4) функции 𝛼, 𝛽, 𝛾 заменить на 𝜆, 𝜇, 𝜈, а функции 𝜆, 𝜇, 𝜈
в (5) — на 𝛼, 𝛽, 𝛾.

Мы не будем выписывать формулы для (3) с переставленными операто-
рами, так как порядок рассуждений не изменится.

Система (4), (5), как система для отыскания 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝜆, 𝜇, 𝜈, является
переопределенной (8 уравнений, 6 неизвестных).
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Сначала рассмотрим (4). Здесь первая пара уравнений — система для отыс-
кания функций 𝛼, 𝜆. Подставляя во второе уравнение 𝛼 = 𝑎21 − 𝜆, или
𝜆 = 𝑎21 − 𝛼, получим уравнения Риккати

𝜆𝑦 + 𝑎21𝜆− 𝜆2 = 𝑎20, 𝛼𝑦 − 𝑎21𝛼+ 𝛼2 = 𝑎20 − 𝑎21𝑦,

которые в общем случае неразрешимы в квадратурах, но в случае нулевых
правых частей являются уравнениями Бернулли, которые разрешимы в яв-
ном виде с точностью до произвольной функции от 𝑥.

Единственные решения выделяются при дополнительных условиях

𝛼(𝑥, 𝑦0) = 𝜉(𝑥), 𝜆(𝑥, 𝑦0) = 𝜂(𝑥), (6)

где функции 𝜉(𝑥), 𝜂(𝑥) должны быть заданы.
Аналогично вторая пара из (4) редуцируется к уравнениям

𝜇𝑥 + 𝑎12𝜇− 𝜇2 = 𝑎02, 𝛽𝑥 − 𝑎12𝛽 + 𝛽2 = 𝑎02 − 𝑎12,

а роль (6) играют формулы

𝛽(𝑥0, 𝑦) = 𝜌(𝑦), 𝜇(𝑥0, 𝑦) = 𝜎(𝑦). (7)

Из изложенного вытекает
Лемма. В предположении, что

𝑎20 ≡ 𝑎02 ≡ 𝑎20 ≡ 𝑎20 − 𝑎21𝑦 ≡ 𝑎02 − 𝑎12𝑥 ≡ 0,

и дополнительных условиях (6), (7) функции 𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝜇 однозначно определя-
ются в квадратурах.

В условиях данной леммы уравнения (5) превращаются в формулы для
определения 𝑎11, 𝑎01, 𝑎10, 𝑎00 через остающиеся пока неизвестными значе-
ниями 𝛾, 𝜈, которые могут быть найдены путем подбора. А именно, взяв
в качестве одной из них определенную функцию, другую найдем из первого
уравнения (5). Остальные три соотношения (5) предлагается рассматривать
как дополнительные требования, достаточные для однозначной разрешимо-
сти всей системы (4), (5) в явном виде. Поскольку 𝛾 или 𝜈 можно фиксировать
бесконечным числом способов, можно утверждать, что система (4), (5) допус-
кает бесконечное число решений в достаточных для нас классах гладкости.
Сведения об упомянутой гладкости можно найти в учебниках по дифферен-
циальным уравнениям (например, в [13]).

Вышеизложенное позволяет представить рассматриваемую задачу в фор-
ме двух классических постановок задачи Гурса для уравнений второго по-
рядка:

𝑢𝑥𝑦 + 𝜆𝑢𝑥 + 𝜇𝑢𝑦 + 𝜈𝑢 = 𝑣,

𝑢(𝑥0, 𝑦) = 𝜙(𝑦), 𝑢(𝑥, 𝑦0) = 𝜓(𝑥), 𝜙(𝑦0) = 𝜓(𝑥0);
(8)

𝑣𝑥𝑦 + 𝛼𝑣𝑥 + 𝛽𝑣𝑦 + 𝛾𝑣 = 0,

𝑣(𝑥0, 𝑦) = 𝜃(𝑦), 𝑣(𝑥, 𝑦0) = 𝜃1(𝑥), 𝜃(𝑦0) = 𝜃1(𝑥0),
(9)

где функции 𝜃(𝑦), 𝜃1(𝑥) в силу (2) легко вычисляются. Очевидно, что сначала
находится решение задачи (9), а затем — задачи (8).
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Известен целый ряд вариантов разрешимости подобных задач в квадра-
турах, записываемых в терминах коэффициентов уравнений. Например, ра-
боты [3, с. 19–20], [14, 15] содержат случаи, общее число вариантов разреши-
мости которых равно 16.

Из приведенных рассуждений следует
Теорема. Предложенная методика позволяет выделить бесконечное мно-

жество вариантов разрешимости рассматриваемой задачи в квадратурах.
Конкурирующие интересы. Конкурирующих интересов не имею.
Авторская ответственность. Я несу полную ответственность за предоставление
окончательной версии рукописи в печать. Окончательная версия рукописи мною
одобрена.
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Abstract

For a fourth-order equation with two independent variables a variant of
the Goursat problem with data on two intersecting characteristics is con-
sidered. It includes not only the construction of the desired function, but
also the coefficients of the equation. Thus, we are talking about the inverse
problem of determining the coefficients of the equation. The method of con-
struction of conditions providing allocation of infinite number of sets of this
type equations is offered, for which the problem under consideration is solv-
able in quadratures. Instead of introducing additional boundary conditions,
restrictions on the structure of the equation are proposed, related to the
possibilities of its factorization.

Keywords: Goursat problem, inverse problem, method of cascade integra-
tion, Riemann method, factorization.
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