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Аннотация

Рассматривается характеристически нагруженное уравнение смешан-
ного гиперболо-параболического типа. В гиперболической части обла-
сти уравнение представляет собой нагруженное односкоростное уравне-
ние переноса, известное в математической биологии как уравнение Мак-
Кендрика, в параболической — нагруженное уравнение диффузии. Цель
работы: исследование единственности и существования решения нело-
кальной внутренне-краевой задачи с условиями Бицадзе–Самарского
в параболической части области и непрерывными условиями сопряже-
ния, краевые условия в гиперболической части области не задаются.

Решение исследуемой задачи сводится к решению нелокальной зада-
чи для обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка
относительно следа искомой функции на линии изменения типа. Дока-
зана теорема существования и единственности решения задачи, в ги-
перболической части области выписано решение в явном виде. В пара-
болической части области исследуемая задача сведена к интегральному
уравнению Вольтерра второго рода, найдено представление решения.
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Хуби е в К. У.

Введение. Рассмотрим характеристически нагруженное уравнение сме-
шанного гиперболо-параболического типа{︂

𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑦 + 𝜆1𝑢(𝑥, 0) = 𝑓1(𝑥, 𝑦), 𝑦 > 0,
𝑢𝑥 + 𝑢𝑦 + 𝑐𝑢+ 𝜆2𝑢(𝑥− 𝑦, 0) = 𝑓2(𝑥, 𝑦), 𝑦 < 0

(1)

в области Ω, ограниченной отрезками прямых 𝑥 = 0, 𝑥 = 𝑟, 𝑦 = 𝑇 > 0 при
𝑦 > 0, и характеристиками 𝑥−𝑦 = 0, 𝑥−𝑦 = 𝑟 уравнения (1) при 𝑦 < 0; 𝜆𝑖, 𝑐—
заданные постоянные; 𝑓𝑖(𝑥, 𝑦)— заданные функции, 𝑖 = 1, 2. Через Ω1 и Ω2

обозначим параболическую и гиперболическую части смешанной области Ω
соответственно, а через 𝐽 — интервал 0 < 𝑥 < 𝑟 прямой 𝑦 = 0.

К краевым задачам для уравнений вида (1) при 𝑦 > 0 сводятся многие
задачи, связанные с прогнозированием и регулированием уровня грунтовых
вод [1, с. 95], задачи описания процесса распространения тепла в одномерной
ограниченной среде, в которой имеется источник тепла, мощность которо-
го пропорциональна значению температуры [2], теории популяции [3, с. 128].
При 𝑦 < 0 уравнение (1) является нагруженным односкоростным уравнением
переноса, в математической биологии при 𝜆2 = 0 оно известно как уравне-
ние Мак-Кендрика [3, с. 121, 179]. На основе уравнения Мак-Кендрика и его
разновидностей строятся нелимитированные и лимитированные модели ди-
намики возрастной структуры и численности популяции (см., например, [3,
с. 244]).

1. Постановка задачи типа задачи Бицадзе–Самарского. Регуляр-
ным решением уравнения (1) в области Ω назовем функцию 𝑢(𝑥, 𝑦) из класса
𝐶(Ω̄) ∩ 𝐶1(Ω) ∩ 𝐶2

𝑥(Ω1), удовлетворяющую уравнению (1) в Ω1 ∪ Ω2.
Для уравнения (1) исследуем следующую задачу.
Задача BS. Найти регулярное в области Ω решение 𝑢(𝑥, 𝑦) уравнения

(1), удовлетворяющее условиям:

𝑢(0, 𝑦) = 𝜙0(𝑦), 0 6 𝑦 6 𝑇, (2)
𝑢(𝑥0, 𝑦) = 𝛼(𝑦)𝑢(𝑟, 𝑦) + 𝛽(𝑦), 0 < 𝑥0 < 𝑟, 0 6 𝑦 6 𝑇, (3)

где 𝜙0(𝑦), 𝛼(𝑦), 𝛽(𝑦)— заданные функции, 𝛼(𝑦) ̸= 0.

Замечание 1. Если 𝑥0 = 0 при 𝛼(𝑦) ̸= 0 или 𝑥0 = 𝑟 при 𝛼(𝑦) ̸= 1 задача
(2), (3) переходит в локальную краевую задачу, которая для нехарактеристи-
чески нагруженного уравнения с вырождением порядка в области его гипер-
боличности была исследована в [4]. Если же при этом не выполнены условия
относительно 𝛼(𝑦), то задача становится некорректной.

Для параболического уравнения задача c нелокальным условием (3) была
исследована в работе [5]. Внутренне-краевая задача типа задачи Бицадзе—
Самарского для модельного уравнения смешанного гиперболо-параболичес-
кого типа второго порядка исследована в работе [6], а в [7] — для гиперболо-
параболического уравнения с нехарактеристической нагрузкой на линии из-
менения типа.

Задача с условиями (2), (3) относится к задачам типа задачи Бицадзе—
Самарского и является частным случаем задачи с нелокальным условием
А. М. Нахушева [8]. В работе [9] исследуются различные локальные и нело-
кальные краевые задачи для нагруженных уравнений гиперболического типа,
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и в том числе рассмотрена задача для модельного параболического уравне-
ния с условиями, обобщающими условия (3), и ее практические приложения.
В [10] для уравнения эллиптического типа общего вида в прямоугольной об-
ласти рассмотрена нелокальная задача с условиями А. М. Нахушева на обеих
боковых сторонах прямоугольника. Для уравнения (1) задача с нелокальным
условием А. М. Нахушева исследована в [11].

2. Теорема существования и единственности решения. Для задачи
BS справедлива следующая теорема.

Теорема. Если 𝑓1(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(Ω̄1) и удовлетворяет условию Гельдера по 𝑥,
𝜙0(𝑦) ∈ 𝐶[0, 𝑇 ], 𝛼(𝑦), 𝛽(𝑦) ∈ 𝐶[0, 𝑇 ] ∩ 𝐶1]0, 𝑇 [, 𝑓2(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(Ω2 ∪ 𝐽),

𝛼(0) ̸= exp
(︀
[𝑟 − 𝑥0]/2

)︀sh 𝑝𝑥0
sh 𝑝𝑟

,

𝑝 =
√︀
1− 4𝑞/2, 𝑞 ̸= 𝜋2𝑛2/𝑟2 + 1/4, 𝑞 = 𝑐+ 𝜆1 + 𝜆2, 𝑛 = 1, 2, . . .

то задача BS имеет, и притом единственное, решение.

До к а з ат е л ь ств о. Пусть существует решение 𝑢(𝑥, 𝑦) задачи (1)–(3).
Обозначим 𝜏(𝑥) = 𝑢(𝑥, 0), 𝜈(𝑥) = 𝑢𝑦(𝑥, 0), причем из условий задачи 𝜏(𝑥) ∈
𝐶(𝐽) ∩ 𝐶1(𝐽), 𝜈(𝑥) ∈ 𝐶(𝐽). Тогда из (2) и (3) следует

𝜏(0) = 𝜙0(0), (4)
𝜏(𝑥0) = 𝛼(0)𝜏(𝑟) + 𝛽(0). (5)

Переходя в уравнении (1) к пределу при 𝑦 → +0, получаем, что 𝜏(𝑥)
и 𝜈(𝑥) на линии изменения типа будут связаны следующим соотношением,
принесенным из параболической части Ω1 области Ω:

𝜏 ′′(𝑥)− 𝜈(𝑥) + 𝜆1𝜏(𝑥) = 𝑓1(𝑥, 0), 0 < 𝑥 < 𝑟. (6)

Также, переходя к пределу при 𝑦 → −0, в Ω2 получим

𝜏 ′(𝑥) + 𝜈(𝑥) +
[︀
𝑐+ 𝜆2]𝜏(𝑥) = 𝑓2(𝑥, 0), 0 < 𝑥 < 𝑟. (7)

Из (6), (7) получаем обыкновенное дифференциальное уравнение

𝜏 ′′(𝑥) + 𝜏 ′(𝑥) + 𝑞𝜏(𝑥) = 𝑓(𝑥), (8)

где 𝑞 = 𝑐+ 𝜆1 + 𝜆2, 𝑓(𝑥) = 𝑓1(𝑥, 0) + 𝑓2(𝑥, 0).
Отсюда сразу видно, что при 𝛼(0) = 0 и 0 < 𝑥0 < 𝑟 нарушается един-

ственность решения задачи (4), (5) для уравнения (8). Введем обозначение

𝜙𝑟(𝑦) = 𝑢(𝑟, 𝑦), (9)

тогда
𝜏(𝑟) = 𝜙𝑟(0). (10)

Решение задачи Дирихле (4), (10) для уравнения (8) имеет вид

𝜏(𝑥) =

∫︁ 𝑟

0
𝐺(𝑥, 𝜉)𝑓(𝜉)𝑑𝜉 +𝐺𝜉(𝑥, 𝑟)𝜙𝑟(0)−𝐺𝜉(𝑥, 0)𝜙0(0), (11)
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где 𝐺(𝑥, 𝜉)— функция Грина задачи (8), (4), (10), имеющая вид

𝐺(𝑥, 𝜉) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
exp([𝜉 − 𝑥]/2) sh(𝑝𝜉) sh(𝑝[𝑥− 𝑟])

𝑝 sh(𝑝𝑟)
, 0 6 𝜉 6 𝑥,

exp([𝜉 − 𝑥]/2) sh(𝑝𝑥) sh(𝑝[𝜉 − 𝑟])

𝑝 sh(𝑝𝑟)
, 𝑥 6 𝜉 6 𝑟;

где 𝑝 =
√
1− 4𝑞/2, 𝑝𝑟 ̸= 𝜋𝑛

(︀
𝑞 ̸= 𝜋2𝑛2/𝑟2 + 1/4

)︀
, 𝑛 = 1, 2, . . .

Здесь надо отметить, что 𝐺(𝑥, 𝜉) является действительнозначной функ-
цией, зависящей от комплексного числа 𝑝.

Устремляя 𝑥→ 𝑥0, из (11) получим

𝜏(𝑥0) =

∫︁ 𝑟

0
𝐺(𝑥0, 𝜉)𝑓(𝜉)𝑑𝜉 +𝐺𝜉(𝑥0, 𝑟)𝜙𝑟(0)−𝐺𝜉(𝑥0, 0)𝜙0(0),

откуда с учетом (5) при выполнении условия 𝛼(0) ̸= 𝐺𝜉(𝑥0, 𝑟) получаем

𝜙𝑟(0) =
1

𝛼(0)−𝐺𝜉(𝑥0, 𝑟)

[︂ ∫︁ 𝑟

0
𝐺(𝑥0, 𝜉)𝑓(𝜉)𝑑𝜉 −𝐺𝜉(𝑥0, 0)𝜙0(0)− 𝛽(0)

]︂
.

Из явного вида функции Грина получаем, что условие 𝛼(0) ̸= 𝐺𝜉(𝑥0, 𝑟) можно

переписать в виде 𝛼(0) ̸= exp
(︀
[𝑟 − 𝑥0]/2

)︀sh 𝑝𝑥0
sh 𝑝𝑟

.

Таким образом, после нахождения 𝜙𝑟(0) функция 𝜏(𝑥) полностью опре-
деляется формулой (11), причем 𝜏(𝑥) ∈ 𝐶[0, 𝑟] ∩ 𝐶2]0, 𝑟[. Далее 𝜈(𝑥) находим
из (7), откуда видно, что 𝜈(𝑥) ∈ 𝐶1]0, 𝑟[.

В гиперболической части области Ω2 решение задачи (1)–(3) сводится к
решению задачи Коши для частного случая неоднородного уравнения Мак-
Кендрика [3, с. 179]

𝑢𝑥 + 𝑢𝑦 + 𝑐𝑢 = 𝜌(𝑥, 𝑦), (12)
𝑢(𝑥, 0) = 𝜏(𝑥), (13)

где 𝜌(𝑥, 𝑦) = 𝑓2(𝑥, 𝑦)− 𝜆2𝜏(𝑥− 𝑦).
Решение задачи (12), (13) дается формулой

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝜏(𝑥− 𝑦)𝑒−𝑐𝑦 +

∫︁ 𝑦

0
𝜌(𝜂 + 𝑥− 𝑦, 𝜂)𝑒𝑐(𝜂−𝑦)𝑑𝜂,

которая будет решением задачи BS в Ω2. После несложных преобразований
ее можно переписать в виде

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝜏(𝑥− 𝑦)
[︁
𝑒−𝑐𝑦(1 + 𝜆2/𝑐)− 𝜆2/𝑐

]︁
+

∫︁ 𝑦

0
𝑓2(𝜂 + 𝑥− 𝑦, 𝜂)𝑒𝑐(𝜂−𝑦)𝑑𝜂,

если 𝑐 ̸= 0, а при 𝑐 = 0

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝜏(𝑥− 𝑦)[1− 𝜆2𝑦] +

∫︁ 𝑦

0
𝑓2(𝜂 + 𝑥− 𝑦, 𝜂)𝑑𝜂.
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Если 𝑓1(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(Ω̄1) и удовлетворяет условию Гельдера по 𝑥, 𝜙0(𝑦) ∈
𝐶[0, 𝑇 ], 𝛼(𝑦), 𝛽(𝑦) ∈ 𝐶[0, 𝑇 ]∩𝐶1]0, 𝑇 [, то решение задачи BS в Ω1 представимо
в виде решения первой краевой задачи (2), (9), (13) для уравнения (1):

𝑢(𝑥, 𝑦) =

∫︁ 𝑦

0
Γ𝜉(𝑥, 𝑦; 0, 𝜂)𝜙0(𝜂)𝑑𝜂 −

∫︁ 𝑦

0
Γ𝜉(𝑥, 𝑦; 𝑟, 𝜂)𝜙𝑟(𝜂)𝑑𝜂+

+

∫︁ 𝑟

0
Γ(𝑥, 𝑦; 𝜉, 0)𝜏(𝜉)𝑑𝜉 +

∫︁ 𝑦

0

∫︁ 𝑟

0
Γ(𝑥, 𝑦; 𝜉, 𝜂)

[︀
𝑓1(𝜉, 𝜂)− 𝜆1𝜏(𝜉)

]︀
𝑑𝜉𝑑𝜂, (14)

где

Γ(𝑥, 𝑦; 𝜉, 𝜂) =
1√︀

4𝜋(𝑦 − 𝜂)

∞∑︁
𝑘=−∞

{︁
exp

[︁(𝑥− 𝜉 + 2𝑘)2

4(𝜂 − 𝑦)

]︁
− exp

[︁(𝑥+ 𝜉 + 2𝑘)2

4(𝜂 − 𝑦)

]︁}︁
— функция Грина первой краевой задачи для уравнения Фурье [3, c. 267].

Удовлетворяя (14) условию (3) с учетом того, что 𝛼(𝑦) ̸= 0, получим ин-
тегральное уравнение относительно неизвестной функции 𝜙𝑟(𝑦):

𝜙𝑟(𝑦) +

∫︁ 𝑦

0
𝐾(𝑦, 𝜂)𝜙𝑟(𝜂)𝑑𝜂 = 𝐹 (𝑦), (15)

где
𝐾(𝑦, 𝜂) =

1

𝛼(𝑦)
Γ𝜉(𝑥0, 𝑦; 𝑟, 𝜂),

𝐹 (𝑦) =

∫︁ 𝑦

0
Γ𝜉(𝑥0, 𝑦; 0, 𝜂)𝜙0(𝜂)𝑑𝜂 +

∫︁ 𝑟

0
Γ(𝑥0, 𝑦; 𝜉, 0)𝜏(𝜉)𝑑𝜉+

+

∫︁ 𝑦

0

∫︁ 𝑟

0
Γ(𝑥0, 𝑦; 𝜉, 𝜂)

[︀
𝑓1(𝜉, 𝜂)− 𝜆1𝜏(𝜉)

]︀
𝑑𝜉𝑑𝜂.

Так как функция Γ(𝑥, 𝑦; 𝜉, 𝜂) непрерывна в Ω̄1 × Ω̄1, имеет непрерыв-
ную при 0 6 𝑥 6 𝑟, 0 < 𝑦 6 𝜂 < 𝑇 и интегрируемую вдоль отрезков
{𝑥 = 0, 0 6 𝑦 6 𝑇} и {𝑥 = 𝑟, 0 6 𝑦 6 𝑇} производную Γ𝑥 (и, соответствен-
но, Γ𝜉) [3, c. 267], то уравнение (15) является интегральным уравнением Воль-
терра II рода и имеет единственное решение 𝜙𝑟(𝑦), причем 𝜙𝑟(𝑦) ∈ 𝐶[0, 𝑇 ] ∩
𝐶1]0, 𝑇 [. С учетом этого и условия теоремы 𝛼(𝑦), 𝛽(𝑦) ∈ 𝐶[0, 𝑇 ] ∩ 𝐶1]0, 𝑇 [ из
(3) получим, что и 𝑢(𝑥0, 𝑦) ∈ 𝐶[0, 𝑇 ]∩𝐶1]0, 𝑇 [, т.е. полученное решение зада-
чи будет в искомом классе. После нахождения функции 𝜙𝑟(𝑦) единственное
решение задачи (1)–(3) в Ω1 задается формулой (14). �
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Abstract
The paper considers a characteristically loaded equation of a mixed

hyperbolic-parabolic type with degeneration of order in the hyperbolicity
part of the domain. In the hyperbolic part of the domain, we have a loaded
one-velocity transport equation, known in mathematical biology as the Mac
Kendrick Von Forester equation, in the parabolic part we have a loaded dif-
fusion equation. The purpose of the paper is to study the uniqueness and
existence of the solution of the nonlocal inner boundary value problem with
Bitsadze-Samarskii type boundary conditions and the continuous conjuga-
tion conditions in the parabolic domain; the hyperbolic domain is exempt
from the boundary conditions.

The problem under investigation is reduced to a non-local problem for
an ordinary second-order differential equation with respect to the trace of
the unknown function in the line of the type changing. The existence and
uniqueness theorem for the solution of the problem has been proved; the
solution is written out explicitly in the hyperbolic part of the domain. In the
parabolic part, the problem under study is reduced to the Volterra integral
equation of the second kind, and the solution representation has been found.

Keywords: loaded equation, equation of mixed type, hyperbolic-parabolic
equation, nonlocal problem, Bitsadze–Samarskii problem, internal boundary
value problem.
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