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галилеевы инвариантные движения с винтовыми
линиями уровня, с коллапсом на геликоиде
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Аннотация
Для уравнений идеальной газовой динамики в цилиндрической си-

стеме координат с произвольным уравнением состояния рассматривает-
ся одна двумерная подалгебра из оптимальной системы 11-мерной алгеб-
ры Ли операторов дифференцирования первого порядка. Базис операто-
ров рассматриваемой подалгебры состоит из оператора галилеева пере-
носа и оператора движения по спиральным линиям. Инварианты опера-
торов задают представление решения: вид компонент вектора скорости,
функции плотности и функции энтропии. После подстановки представ-
ления решения в дифференциальные уравнения газовой динамики вво-
дится предположение о линейной зависимости радиальной компоненты
скорости от пространственной координаты. Записаны преобразования
эквивалентности, которые допускает система уравнений газовой дина-
мики после подстановки представления решения. Для уравнения состо-
яния политропного газа найдены все четыре решения в зависимости от
показателя адиабаты. Для каждого случая записаны уравнения миро-
вых линий движения частиц газа. Найден якобиан перехода от эйле-
ровых переменных к лагранжевым. По значению якобиана определены
моменты времени коллапса частиц газа. В результате полученные ре-
шения описывают прямолинейный разлет частиц газа с поверхности ге-
ликоида. Движения частиц по логарифмическим спиралям, лежащим
на параболоиде и движения по гиперболическим спиралям, лежащим
на конусе.
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Введение. Для системы уравнений газовой динамики с общим уравнени-
ем состояния известны все 27 инвариантных подмоделей ранга два [1]. Все пе-
речисленные подмодели приводятся к системе эволюционного типа или к си-
стеме стационарного типа. В книге С. В. Хабирова [2] рассмотрены инва-
риантные подмодели, построенные на подалгебрах 2.17, 2.9, 2.2 (нумерация
подалгебр из [1]). Решения подмоделей описывают соответственно двумерные
установившиеся течения газа, одномерные движения газа с цилиндрически-
ми волнами и закруткой, течения со спиральными поверхностями уровня.
Классификация точных решений остальных подмоделей не завершена.

В данной работе рассматривается инвариантная подмодель ранга 2 эво-
люционного типа в цилиндрической системе координат, построенная на по-
далгебре 2.10 [1]. Ставится задача найти все решения для политропного газа
с предположением о линейной зависимости радиальной компоненты скорости
от пространственной координаты. Аналогичная задача рассмотрена в работе
[3], где изучено только одно точное решение с двумя линейными компонен-
тами скорости подмодели ранга 3.

Классификация газодинамических подмоделей с линейным полем скоро-
стей по трем координатам и по общему уравнению состояния была проделана
в работе [4]. Полученные динамические системы большой размерности не под-
даются простому интегрированию. Поэтому ставится аналогичная задача для
инвариантных подмоделей. В работе С. В. Головина [5] решение поставлен-
ной задачи свелось к дифференциальному уравнению для функций одной
переменной, но зависящих от различных независимых переменных. Чтобы
его решить, необходимо разделить переменные в уравнении. В отличие от
работы [5], в настоящей работе найдены все решения в явном виде. Найден-
ные решения описывают коллапс на геликоиде и движения по спиральным
линиям.

1. Постановка задачи. Уравнения газовой динамики (УГД) в цилин-
дрической системе координат (𝑡, 𝑥, 𝑟, 𝜃) имеют вид

𝑈𝑡 + 𝑈𝑈𝑥 + 𝑉 𝑈𝑟 + 𝑟−1𝑊𝑈𝜃 + 𝜌−1𝑝𝑥 = 0,
𝑉𝑡 + 𝑈𝑉𝑥 + 𝑉 𝑉𝑟 + 𝑟−1𝑊𝑉𝜃 + 𝜌−1𝑝𝑟 = 𝑟−1𝑊 2,
𝑊𝑡 + 𝑈𝑊𝑥 + 𝑉𝑊𝑟 + 𝑟−1𝑊𝑊𝜃 + 𝜌−1𝑟−1𝑝𝜃 = −𝑟−1𝑉𝑊,
𝜌𝑡 + 𝑈𝜌𝑥 + 𝑉 𝜌𝑟 + 𝑟−1𝑊𝜌𝜃 + 𝜌(𝑈𝑥 + 𝑉𝑟 + 𝑟−1𝑉 + 𝑟−1𝑊𝜃) = 0,
𝑆𝑡 + 𝑈𝑆𝑥 + 𝑉 𝑆𝑟 + 𝑟−1𝑊𝑆𝜃 = 0,

(1)

где 𝑈 — скорость вдоль оси 𝑥, 𝑉 — радиальная скорость, 𝑊 — окружная ско-
рость, 𝜌— плотность, 𝑆 — энтропия, давление определяется по уравнению со-
стояния 𝑝 = 𝑓(𝜌, 𝑆).

Рассматривается подалгебра 2.10 оптимальной системы 11-мерной алгеб-
ры Ли, допускаемой УГД с произвольным уравнением состояния [1]. Ба-
зис операторов подалгебры состоит из оператора галилеева переноса 𝑋4 =
= 𝑡𝜕𝑥+𝜕𝑈 и оператора движения по спиральным линиям 𝛼 𝑋1+𝑋7 = 𝛼𝜕𝑥+𝜕𝜃.
В оптимальной системе 𝛼 = 1. Для дальнейшего удобства взята подобная по-
далгебра с произвольным 𝛼 ̸= 0. Инварианты этих операторов задают пред-
ставление решения:

𝑈 =
𝑥− 𝛼𝜃

𝑡
+ 𝑢(𝑡, 𝑟), 𝑉 = 𝑉 (𝑡, 𝑟), 𝑊 =𝑊 (𝑡, 𝑟), 𝜌 = 𝜌(𝑡, 𝑟), 𝑆 = 𝑆(𝑡, 𝑟). (2)
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Подстановка представления (2) в УГД (1) дает систему дифференциаль-
ных уравнений

𝑢𝑡 + 𝑢𝑡−1 + 𝑉 𝑢𝑟 = 𝛼 𝑊 (𝑟𝑡)−1, 𝑉𝑡 + 𝑉 𝑉𝑟 + 𝑝𝑟𝜌
−1 =𝑊 2𝑟−1,

𝑊𝑡 + 𝑉𝑊𝑟 + 𝑉𝑊𝑟−1 = 0, 𝜌𝑡 + 𝑉 𝜌𝑟 + 𝜌(𝑡−1 + 𝑉𝑟 + 𝑉 𝑟−1) = 0,
𝑆𝑡 + 𝑉 𝑆𝑟 = 0, 𝑝 = 𝑓(𝜌, 𝑆).

(3)

Замечание. Система уравнений (3) допускает следующие преобразования
эквивалентности:

𝑉 → 𝑅

𝑇
𝑉, 𝑊 → 𝑅

𝑇
𝑊, 𝜌→ 𝑃𝑇 2

𝑅2
𝜌, 𝑝→ 𝑃𝑝+ 𝑝0,

𝑢→ 𝑢𝑇−1, 𝑡→ 𝑇𝑡, 𝑟 → 𝑅𝑟, 𝑆 → ℎ(𝑆),

𝑓(𝜌, 𝑆) = 𝑃−1
(︀
𝑓(𝑃𝑇 2𝑅−2𝜌, ℎ(𝑆))− 𝑝0

)︀
,

(4)

где 𝑅, 𝑇, 𝑃 — постоянные, ℎ(𝑆)— произвольная функция, а также инверсия

𝑊 → −𝑊, 𝑢→ −𝑢.

Решение УГД принято рассматривать [6] с точностью до преобразований
эквивалентности (4).

Из первого уравнения системы (3) функция 𝑢(𝑡, 𝑟) может быть найдена
после нахождения решения остальных уравнений. Уравнения системы (3) за-
писываются в виде

𝑉𝑡 + 𝑉 𝑉𝑟 + 𝑝𝑟𝜌
−1 =𝑊 2𝑟−1, (𝑟𝑊 )𝑡 + 𝑉 (𝑟𝑊 )𝑟 = 0,

(𝑟𝑡𝜌)𝑡 + (𝑟𝑡𝑉 𝜌)𝑟 = 0, 𝑆𝑡 + 𝑉 𝑆𝑟 = 0.

Вводится лагранжева координата 𝜉 = 𝜉(𝑡, 𝑟) по правилу 𝜉𝑡 +𝑉 𝜉𝑟 = 0 с точно-
стью до взятия произвольной функции от 𝜉 [6]. Тогда уравнение для 𝑊 , 𝜌, 𝑆
интегрируются:

𝑆 = 𝑆(𝜉), 𝑟𝑊 = 𝑔(𝜉), 𝜌 = (𝑟𝑡)−1𝜉𝑟, 𝑉 = −(𝜉𝑟)
−1𝜉𝑡, (5)

где 𝑆(𝜉), 𝑔(𝜉)— произвольные функции, а функция 𝜉(𝑡, 𝑟) удовлетворяет урав-
нению

−
(︁ 𝜉𝑡
𝜉𝑟

)︁
𝑡
+
𝜉𝑡
𝜉𝑟

(︁ 𝜉𝑡
𝜉𝑟

)︁
𝑟
+ 𝑓𝜌

(︁𝜉𝑟𝑟
𝜉𝑟

− 1

𝑟

)︁
+ 𝑓𝑆𝑆𝜉 𝑟𝑡 =

𝑔2(𝜉)

𝑟3
. (6)

Из первого уравнения системы (3) следует интеграл

𝑡𝑢 = 𝛼 𝑔(𝜉)

∫︁
𝑑𝑡

𝑟2(𝑡, 𝜉)
+ 𝑈1(𝜉), (7)

где 𝑈1(𝜉)— произвольная функция. Газодинамические функции определены
формулами (2), (5), (7), где лагранжева координата 𝜉(𝑡, 𝑟) удовлетворяет
уравнению (6). Координата скорости 𝑉 линейна по 𝑟 тогда и только тогда,
когда лагранжева координата линейна по 𝑟:

𝜉 = 𝑟𝑏(𝑡) + 𝑐(𝑡), 𝑏(𝑡) ̸= 0. (8)
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В этом случае уравнение (6) примет вид

−(𝜉 − 𝑐)4
(︁ 𝑏′
𝑏2

)︁′
− 𝑏

(︁ 𝑐′
𝑏2

)︁′
(𝜉 − 𝑐)4 − 𝑓𝜌𝑏(𝜉 − 𝑐)2 + 𝑓𝑆𝑆𝜉𝑡

(𝜉 − 𝑐)4

𝑏
= 𝑔2(𝜉)𝑏3. (9)

Замечание. Равенство (9) — тождество по независимым переменным 𝜉 и 𝑡.
При 𝜉 = 𝑐(𝑡) ̸= 0 следует 𝑔(𝑐(𝑡)) = 0. Отсюда либо 𝑔 = 0, либо 𝑐— постоянная,
не равная нулю. Если 𝑐— постоянная, то преобразование эквивалентности
сдвига по 𝜉 делает 𝑐 = 0. Противоречие. Если 𝑔 = 0, то из (9) следует

(𝜉 − 𝑐)2
[︂
−
(︁ 𝑏′
𝑏2

)︁′
− 𝑏

(︁ 𝑐′
𝑏2

)︁′
+ 𝑓𝑆𝑆𝜉

𝑡

𝑏

]︂
= 𝑓𝜌𝑏.

При 𝜉 = 𝑐 получаем 𝑏 = 0, так как 𝑓𝜌 ̸= 0 для нормального газа. Противоре-
чие. Значит, 𝑐 = 0 и уравнение (9) примет вид

−
(︁ 𝑏′
𝑏2

)︁′
− 𝑏

𝜉2
𝑓𝜌 + 𝑓𝑆𝑆𝜉

𝑡

𝑏
= 𝑔2(𝜉)

𝑏2

𝜉4
, 𝑓(𝜌, 𝑆) = 𝑓

(︁𝑏2
𝑡𝜉
, 𝑆(𝜉)

)︁
. (10)

Последнее равенство есть уравнение для определения уравнения состояния
(УС) по известным функциям 𝑏(𝑡) и 𝑆(𝜉). По заданным решениям определя-
ется УС. Если известно УС, то это уравнение задает переопределенное соот-
ношение для нахождения функций 𝑆(𝜉) и 𝑏(𝑡).

2. Модель политропного газа. Уравнение состояния политропного газа
имеет вид 𝑝 = ℎ(𝑆)𝜌𝛾 , 𝛾 ̸= 0, где ℎ(𝑆)— произвольная функция энтропии, 𝛾 —
показатель адиабаты. С точностью до преобразования эквивалентности (4)
системы (1) можно считать 𝑆(𝜉) = 𝜉, то есть

𝑝 = 𝜉𝜌𝛾 . (11)

Уравнение (10) в силу (8), (11), (5) становится тождеством по 𝑡 и 𝜉:

−|𝑡|𝛾−1

𝑏2𝛾−1

(︁ 𝑏′
𝑏2

)︁′
+ (1− 𝛾) sign 𝜉|𝜉|−𝛾 =

𝑔2(𝜉)

𝜉4
|𝑡|𝛾−1

𝑏2𝛾−4
, (12)

После дифференцирования тождества (12) по 𝑡

−
(︂
|𝑡|𝛾−1

𝑏2𝛾−1

(︁ 𝑏′
𝑏2

)︁′)︂′
=
𝑔2(𝜉)

𝜉4

(︁ |𝑡|𝛾−1

𝑏2𝛾−4

)︁′

независимые переменные 𝑡 и 𝜉 разделяются. Возможны два случая:
1) 𝑔 = 𝜉2,

(︀
|𝑡|𝛾−1𝑏4−2𝛾

)︀′ ̸= 0; 2) 𝑏 = ±|𝑡|
𝛾−1
2𝛾−4 , 𝛾 ̸= 2.

В первом случае из уравнения (12) с точностью до преобразования экви-
валентности следует

𝛾 = 1, 𝑏 =
±1√
1 + 𝑡2

.

Тогда компоненты вектора скорости (𝑈, 𝑉,𝑊 ) и плотность согласно форму-
лам (2), (5), (7) имеют вид

𝑈 =
𝑥− 𝛼𝜃 + 𝛼 arctg 𝑡+ 𝑈1(𝜉)

𝑡
, 𝑉 =

𝑟𝑡

1 + 𝑡2
, 𝑊 =

𝑟

1 + 𝑡2
, (13)
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𝜌 =
±1

𝑟𝑡
√
1 + 𝑡2

, 𝜉 =
±𝑟√
1 + 𝑡2

.

Во втором случае после подставновки выражения для функции 𝑏(𝑡) в тож-
дество (12) получаем

−(𝛾 − 1)(5− 3𝛾)

(2𝛾 − 4)2
sign 𝑡|𝑡|

6−4𝛾
𝛾−2 =

𝑔2(𝜉)

𝜉4
− (1− 𝛾) sign 𝜉|𝜉|−𝛾 . (14)

Последнее тождество верно только в трех случаях: 𝛾 = 3/2, 1, 5/3.
Если 𝛾 = 3/2, то 𝑏 = ±|𝑡|−1/2, 𝜉 = ± 𝑟|𝑡|−1/2. Тождество (14) есть равенство

для определения функции 𝑔(𝜉) только при 𝑡 < 0 и 𝜉 = −𝑟|𝑡|−1/2:

𝑔2 =
1

4
𝜉4 +

1

2
|𝜉|5/2.

Тогда компоненты вектора скорости (𝑈, 𝑉,𝑊 ) и плотность согласно форму-
лам (2), (5), (7) имеют вид

𝑈 =
𝑥− 𝛼𝜃

𝑡
+ 𝛼

(︁1
4
+

1

2

|𝑡|3/4

𝑟3/2

)︁1/2 ln |𝑡|
𝑡

+
𝑈1(𝜉)

𝑡
, 𝑉 =

𝑟

2𝑡
,

𝑊 =
1

2𝑟

(︁𝑟4
𝑡2

+ 2
𝑟5/2

|𝑡|5/4
)︁1/2

, 𝜌 =
1

|𝑡|3/2𝑟
, 𝜉 = − 𝑟√︀

|𝑡|
, 𝑡 < 0.

(15)

Если 𝛾 = 5/3, то 𝑏 = 𝑡−1, 𝜉 = 𝑟𝑡−1. Из тождества (14) следует выражение
для функции 𝑔(𝜉) только при 𝑡 < 0:

𝑔 = ±
√︂

2

3
|𝜉|7/6.

Тогда компоненты вектора скорости (𝑈, 𝑉,𝑊 ) и плотность согласно форму-
лам (2), (5), (7) имеют вид

𝑈 =
𝑥− 𝛼𝜃

𝑡
− 𝛼

√︂
2

3

1

𝑟5/6|𝑡|7/6
+
𝑈1(𝜉)

𝑡
, 𝑉 =

𝑟

𝑡
,

𝑊 =

√︂
2

3

𝑟1/6

|𝑡|7/6
, 𝜌 =

1

𝑟𝑡2
, 𝜉 =

𝑟

𝑡
, 𝑡 < 0.

(16)

Если 𝛾 = 1, то 𝑏 = ±1, 𝜉 = ± 𝑟. В этом случае из тождества (14) следует
𝑔(𝜉) = 0. Тогда компоненты вектора скорости (𝑈, 𝑉,𝑊 ) и плотность согласно
формулам (2), (5), (7) имеют вид

𝑈 =
𝑥− 𝛼𝜃 + 𝑈1(𝜉)

𝑡
, 𝑉 = 0, 𝑊 = 0, 𝜌 = ± 1

𝑟𝑡
. (17)

Таким образом, модель политропного газа задается решениями (13), (15),
(16) и (17). Далее рассматриваются траектории движения частиц и приво-
дится описание полученных решений.
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3. Примеры движения частиц газа. Мировые линии движения ча-
стиц газа в цилиндрической системе координат определяются как решение
системы дифференциальных уравнений

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑈,

𝑑𝑟

𝑑𝑡
= 𝑉, 𝑟

𝑑𝜃

𝑑𝑡
=𝑊.

3.1. Для решения (13) уравнения мировые линий задаются равенствами

𝑥 = 𝑢0𝑡+ 𝛼𝜃0 − 𝑈1(± 𝑟0), 𝑟 = 𝑟0
√︀

1 + 𝑡2, 𝜃 = arctg 𝑡+ 𝜃0, (18)

где 𝑢0, 𝑟0, 𝜃0 — лагранжевы координаты частиц в момент 𝑡 = 0: 0 6 𝑟0 < ∞,
−∞ < 𝜃0 <∞, −∞ < 𝑢0 <∞.

Якобиан перехода от эйлеровых переменных к лагранжевым, равный
𝑡
√
1 + 𝑡2, обращается в нуль при 𝑡 = 0. Момент времени 𝑡 = 0 является мо-

ментом коллапса частиц газа. Ранг матрицы Якоби при 𝑡 = 0 равен 2. Значит
коллапс частиц происходит на поверхности. В момент времени 𝑡 = 0 частицы
занимают положение

𝑥 = 𝛼𝜃0 − 𝑈1(± 𝑟0), 𝑟 = 𝑟0, 𝜃 = 𝛼𝜃0. (19)

Поверхность коллапса задается уравнением

𝑥 = 𝜃 − 𝑈1(± 𝑟). (20)

При 𝑈1 = 0 поверхность коллапса есть прямой геликоид (рис. 1, a). Если
𝑈1 ̸= const, то поверхность коллапса есть наклонный геликоид (рис. 1,b).
В каждой точке геликоида находится однопараметрическое семейство частиц,
которые отличаются друг от друга скоростью 𝑢0 вдоль оси 𝑥. Траектории
движения частиц газа есть прямые линии.

Функция 𝑈1(± 𝑟) отвечает за форму образующей геликоида. Так, если
𝑈1(± 𝑟) > 0, то геликоид раскручивается вдоль оси 𝑥 в направлении убывания
координаты 𝑥. Если 𝑈1(± 𝑟) < 0, то геликоид раскручивается вдоль оси 𝑥
в направлении возрастания координаты 𝑥.

На рис. 1, a изображен геликоид с функцией 𝑈1 = −𝑟2. Если рассмотреть
проекции траекторий на плоскость (𝑦, 𝑧), то это будут параллельные прямые
для частиц с одинаковой лагранжевой координатой 𝜃0 и различной коорди-
натой 𝑟0. Если проекции траекторий частиц лежат на окружности радиуса 𝑟0
(винтовые линии в пространстве), то проекциями траекторий будут прямые —
касательные к этой окружности. Это следует из (18).

3.2. Для решения (15) уравнения мировых линий задаются равенствами

𝑥 = 𝑢0𝑡+ 𝛼𝜃0 + 𝑈1(−𝑟0), 𝑟 = 𝑟0
√︀
|𝑡|, 𝜃 = ln |𝑡|

(︁1
4
+

1

2

1

𝑟
3/2
0

)︁1/2
+ 𝜃0.

Якобиан перехода от эйлеровых переменных к лагранжевым, равный 𝑡
√︀
|𝑡|,

обращается в нуль при 𝑡 = 0. Момент времени 𝑡 = 0 является моментом
коллапса частиц газа. Ранг матрицы Якоби при 𝑡 = 0 равен 1. Коллапс частиц
происходит на прямой

𝑥 = 𝛼𝜃0 − 𝑈1(−𝑟0), 𝑦 = 𝑧 = 0. (21)
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a

b

Рис. 1. Поверхности коллапса: a) прямой геликоид; b) наклонный геликоид
[Figure 1. Сollapse surfaces: (a) straight helix; (b) inclined helix]

Проекция траектории на плоскость (𝑦, 𝑧) есть логарифмическая спираль
(рис. 2, a):

𝑟 = 𝑟0 exp
(︁𝜃 − 𝜃0
𝜅(𝑟0)

)︁
, 𝜅(𝑟0) =

(︀
1 + 2𝑟

−3/2
0

)︀1/2
.

Траектории в пространстве лежат на параболоиде (рис. 2,b):

𝑥 = 𝑢0(𝑟𝑟
−1
0 )2 + 𝛼𝜃0 + 𝑈1(−𝑟0).

3.3. Для решения (16) уравнения мировых линий задаются равенствами

𝑥 = 𝑢0𝑡+ 𝛼𝜃0 − 𝑈1(−𝑟0), 𝑟 = 𝑟0|𝑡|, 𝜃 =

√︂
2

3

1

𝑟
5/6
0 |𝑡|

+ 𝜃0.

Якобиан перехода от эйлеровых переменных к лагранжевым, равный 𝑡|𝑡|, об-
ращается в нуль при 𝑡 = 0. Момент времени 𝑡 = 0 является моментом кол-
лапса частиц газа. Ранг матрицы Якоби при 𝑡 = 0 равен 1. Коллапс частиц
происходит на прямой (21). Проекцией траекторий на плоскость (𝑦, 𝑧) явля-
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a

b

Рис. 2. Траектория движения частиц при 𝛾 = 3/2: a) логарифмическая спираль (проек-
ция); b) логарифмическая спираль на параболоиде

[Figure 2. The trajectory of motion of particles at 𝛾 = 3/2: (a) logarithmic spiral
(a projection); (b) logarithmic spiral on a paraboloid]

ется гиперболическая спираль (рис. 3, a)

𝑟 =
𝜅(𝑟0)

𝜃 − 𝜃0
, 𝜅(𝑟0) =

√︂
2

3
𝑟
1/6
0 .

В пространстве траектории являются винтовыми линями на конусе (рис. 3,b).
3.4. Для решения (17) уравнения мировых линий задаются равенствами

𝑥 = 𝑢0𝑡+ 𝜃0 − 𝑈1(𝑟0), 𝑟 = 𝑟0, 𝜃 = 𝜃0.

Якобиан перехода от эйлеровых переменных к лагранжевым, равный 𝑡,
обращается в нуль при 𝑡 = 0. Момент времени 𝑡 = 0 является моментом кол-
лапса частиц газа. Ранг матрицы Якоби при 𝑡 = 0 равен 2. В момент времени
𝑡 = 0 частицы занимают положение (19). Поверхность коллапса задается
уравнением (20) геликоида. Траектории параллельны оси 𝑥.
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a

b

Рис. 3. Траектория движения частиц при 𝛾 = 5/3: a) гиперболическая спираль (проекция);
b) гиперболическая спираль на конусе

[Figure 3. The trajectory of motion of particles at 𝛾 = 5/3: (a) hyperbolic spiral (a projection);
(b) hyperbolic spiral on a cone]

Заключение. Для инвариантной подмодели ранга 2 найдены решения
в случае политропного газа с предположением о линейной зависимости ради-
альной компоненты скорости от пространственных координат. Полученные
решения описывают прямолинейный разлет частиц газа с поверхности гели-
коидов различной конфигурации. Движения частиц по гиперболическим или
логарифмическим спиралям, которые в пространстве лежат на конусе или па-
раболоиде соответственно. В работе получены соотношения и уравнения (3),
(5), (6), (7), которые позволяют найти точные решения не только для урав-
нения состояния политропного газа, но и для любого уравнения состояния.
Требуется лишь подставить выбранное уравнение состояния в дифференци-
альное уравнение (6) и провести разделение переменных в уравнении.
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Abstract
We consider the equations of ideal gas dynamics in a cylindrical coordi-

nate system with the arbitrary equation of state and one two-dimensional
subalgebra from the optimum system of an 11-dimensional Lie algebra of
differentiation operators of the first order. The basis of the subalgebra op-
erators consists of the operator of Galilean transfer and the operator of
movement on spiral lines. Invariants of operators set representation: type of
speed, density and entropy. After substitution of the solution representation
into the equations of gas dynamics the assumption of the linear relation of
a radial component of speed and spatial coordinate is entered. Transforma-
tions of equivalence which are allowed by a set of equations of gas dynamics
after substitution of the solution representation are written down. For the
state equation of polytropic gas all four solutions depending on an isen-
tropic exponent are found. For each case the equations of world lines of gas
particles motion are written down. The transition Jacobian from Eulerian
variables to Lagrangian is found. The instants of collapse of gas particles
are determined by value of the Jacobian. As a result the solutions describe
movement on straight lines from a helicoid surface. Movements of the parti-
cles on equiangular spirals lying on a paraboloid and on hyperbolic spirals,
lying on a cone.
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