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Аннотация

Проведено исследование точности решения различных дифференци-
альных уравнений, описывающих движение больших планет, Луны и
Солнца. На интервале времени с 31 года до нашей эры по 3969 год на-
шей эры проведено численное интегрирование ньютоновых, релятивист-
ских дифференциальных уравнений и уравнений, полученных на основе
взаимодействия окружающего пространства с движущимися материаль-
ными телами. Выявлена область применимости рассмотренных диффе-
ренциальных уравнений для исследуемых объектов. Путем сравнения
координат Луны, найденных с помощью решения различных дифферен-
циальных уравнений и банка данных DE405, показано, что наибольшая
точность в элементах орбит больших планет и Луны достигается путем
решения дифференциальных уравнений, полученных на основе взаимо-
действия окружающего пространства с движущимися материальными
телами. Решение релятивистских уравнений обеспечивает высокую точ-
ность элементов орбит для Меркурия и внешних планет на всем интер-
вале интегрирования. Однако для остальных внутренних планет и Луны
точность элементов орбит, полученных с помощью решения релятивист-
ских уравнений, сопоставима с точностью, полученной путем решения
ньютоновых уравнений. Полагается, что использование гармонической
системы координат является обоснованным лишь для Меркурия с точ-
ки зрения скорости векового смещения долготы его перигелия, однако
для других внутренних планет (Венеры, Земли+Луны и Марса) скоро-
сти вековых смещений долгот перигелиев оказываются завышенными.
Показано, что решение дифференциальных уравнений, полученных на
основе взаимодействия окружающего пространства с движущимися ма-
териальными телами, обеспечивает более высокую точность по сравне-
нию с решениями ньютоновых и релятивистских уравнений получения
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элементов орбит для всех рассматриваемых объектов на исследуемом
интервале времени.
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ренциальные уравнения движения.
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Целью данной работы является сравнение различных математических мо-
делей, описывающих движение небесных тел в Солнечной системе. К таким
моделям относятся: дифференциальные уравнения движения в ньютоновой
форме, релятивистские уравнения движения и уравнения, основанные на вза-
имодействии окружающего пространства с движущимися материальными те-
лами.

Дифференциальные уравнения движения в ньютоновой форме в задаче
𝑛 тел в прямоугольных координатах с началом в центре масс всей системы 𝑛
материальных точек имеют следующий вид [1,2]:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
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где Δ2
𝑖 = (𝑋𝑖 − 𝑋)2 + (𝑌𝑖 − 𝑌 )2 + (𝑍𝑖 − 𝑍)2; 𝑋, 𝑌 , 𝑍 — барицентрические

координаты возмущаемого тела, а 𝑚𝑖, 𝑋𝑖, 𝑌𝑖, 𝑍𝑖 —массы и барицентрические
координаты возмущающих тел.

Дифференциальные уравнения движения в барицентрической системе ко-
ординат с учетом релятивистских членов представляются в виде [3]
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где 𝑟𝑖, �̇�𝑖, 𝑟𝑖 —координаты, скорости, ускорения в барицентрической системе
координат 𝑖-того тела; 𝜇𝑗 = 𝑘2𝑚𝑗 , 𝑘2 — гравитационная постоянная, 𝑚𝑗 —
масса 𝑗-того тела; 𝑟𝑖𝑗 = |𝑟𝑗 − 𝑟𝑖|; релятивистские параметры 𝛽 и 𝛾 в заданной
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системе координат принимают следующие значения: 𝛽 = 𝛾 = 1, 𝑣𝑖 = |�̇�𝑖|; 𝑐—
скорость света.

При вычислении координат Луны наряду с гравитационными и реля-
тивистскими эффектами учитывается влияние несферичности фигур Земли
и Луны в математической модели. Дифференциальные уравнения для учета
ускорения Луны в геоцентрической системе координат (𝜉𝜂𝜁) имеют вид [3]⎡⎣ 𝜉
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⎤⎦}︃, (3)

где ось 𝜉 направлена из начала координат в центр Луны; ось 𝜂 перпенди-
кулярна оси 𝜉 и направлена на восток; ось 𝜁 перпендикулярна плоскости 𝜉𝜂
и направлена на север; 𝜇— гравитационная постоянная, умноженная на массу
Земли; 𝑟—расстояние между центрами масс двух тел; 𝑛1 и 𝑛2 —максималь-
ные степени зональных и тессеральных гармоник несферичных тел соответ-
ственно; 𝑃𝑛(sin𝜙)—полином Лежандра степени 𝑛; 𝑃𝑚

𝑛 (sin𝜙)—присоединен-
ный полином Лежандра степени 𝑛 и порядка 𝑚; 𝐽𝑛 — зональные гармоники
от несферичности тела; 𝐶𝑛𝑚, 𝑆𝑛𝑚 —коэффициенты тессеральных гармоник;
𝜙—широта притягиваемого тела в фиксированной системе координат 𝜉𝜂𝜁;
𝜆— восточная долгота притягиваемого тела.

Дифференциальные уравнения движения, основанные на взаимодействии
окружающего пространства с движущимися материальными телами в бари-
центрической системе координат, имеют следующий вид [4–7]:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
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(4)

где Δ𝑖 —расстояние от начала координат до материального объекта; 𝑟0𝑖 —
эффективный радиус 𝑖-того тела; 𝑎0𝑖 — соответствующее ускорение для 𝑖-того
тела на расстоянии 𝑟0𝑖 от центра массы; 𝑋, 𝑌 , 𝑍 — барицентрические коор-
динаты возмущаемого тела; 𝑋𝑖, 𝑌𝑖, 𝑍𝑖 — барицентрические координаты воз-
мущающих тел.

В настоящее время разработан ряд высокоточных численных теорий дви-
жения больших планет [8–17]. Наиболее известной из них является числен-
ная теория [3], созданная сотрудниками НАСА Ньюхалом (X. X. Newhall),
Стендиншем (E. M. Standish), Вильямсом (J. G. Williams). Ими создан банк
данных координат больших планет, Луны и Солнца—DE405 на интервале
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времени с 2305424.5 J.D. (1599 Dec 9) по 2525008.5 J.D. (2201 Feb 20). Коор-
динаты планет в банке данных хранятся в форме коэффициентов полиномов
Чебышева, которые обеспечивают достаточно плотную форму записи на дис-
ке. Координаты и скорости внутренних планет, полученные с помощью банка
данных DE405, согласованы с радиолокационными наблюдениями, а все пла-
неты согласованы с оптическими наблюдениями.

Под эффективностью математической модели в дальнейшем понимает-
ся быстродействие и точность результатов решения, полученных на основе
использования данной модели.

Проверка эффективности математических моделей, описываемых диффе-
ренциальными уравнениями (1)–(4), проводилась путем сравнения результа-
тов вычисления, полученных на их основе, с банком данных DE405.

С целью проверки эффективности математической модели, описываю-
щей движение больших планет, Луны и Солнца системой дифференциальных
уравнений (4), нами проведены исследования движения этих объектов на ин-
тервале времени с 1602 по 2193 гг. и результаты вычислений сопоставлены
с банком данных DE405. Для исследования развития погрешностей матема-
тических моделей методом Эверхарта проведено численное интегрирование
уравнений движения данных объектов на более длительный период времени,
охватывающий интервал с 7 марта 31 г. до н.э. по 21 октября 3969 г. н.э. [18].

Важно знать, насколько результаты вычислений координат и компонент
скоростей планет, Луны и Солнца, полученные с помощью описанных здесь
математических моделей, согласуются друг с другом.

Наиболее сложным объектом для исследования движения являются Мер-
курий и Луна, поэтому из рассматриваемых математических моделей следует
отдать предпочтение модели, с помощью которой лучше всего представлено
движение этих объектов.

В табл. 1 на интервале времени с 1602 по 2193 гг. представлены координа-
ты и компоненты скоростей Меркурия. Данные координат и компонент ско-
ростей приведены на 0 часов гринвичского времени соответствующей даты,
при этом в первой строке — данные банка DE405, во второй строке табли-
цы— координаты и компоненты скоростей, полученные путем решения урав-
нений (4).

В табл. 2 приведены элементы орбит Меркурия. Здесь 𝑀 — средняя ано-
малия (в градусах), 𝑎— большая полуось (в а.е.), 𝑒— эксцентриситет, 𝜔— ар-
гумент перигелия (в градусах), Ω—долгота восходящего узла (в градусах),
𝑖—наклонение (в градусах). В первой строке табл. 2 — элементы орбит Мер-
курия, найденные по данным банка DE405, во второй и третьей строках —
полученные путем решения уравнений (4) и (1).

Из сопоставления элементов орбит, найденных с помощью решения урав-
нений (4) и банка данных DE405, следует, что различие в элементах орбит
находится в пределах ошибок наблюдений.

В табл. 3 представлены элементы орбит Меркурия на интервале времени
4000 лет с 7 марта 31 г. до н.э. по 21 октября 3969 г. н.э. В первой, второй
и третьей строках — элементы орбит Меркурия, полученные путем решения
уравнений (4), (2) и (1) соответственно.

Сравнение координат и элементов орбит Меркурия, полученных с помо-
щью решения уравнений (2) и (4) (см. табл. 1–3), указывает на удовлетво-

155



За у с а е в А. Ф., Р ом а нюк М. А.

Т
аблица

1
К

оординаты
и

ком
поненты

скоростей
М

еркурия,вы
численны

е
по

D
E

405
и

с
пом

ощ
ью

реш
ения

уравнений
(4)

[C
oordintes

and
velocity

com
ponents

of
the

M
ercury

calculated
by

the
D

E
405

and
the

E
qs.(4)]

C
urrent

date
D

ata
sources

𝑋
(in

au)
𝑌

(in
au)

𝑍
(in

au)
𝑋

(in
au/day)

𝑌
(in

au/day)
𝑍

(in
au/day)

(calculated
by)

1602
08

11
by

the
D

E
405

−
0.0198081

0.4068445
−

0.2148856
0.0224551

0.0007397
−

0.0019606
JD

2306400.5
by

the
E

qs.(4)
−

0.0198088
0.4068449

−
0.2148857

0.0224551
0.0007397

−
0.0019606

1701
03

05
by

the
D

E
405

0.3366723
−

0.1437933
−

0.1127282
0.0074835

0.0235400
0.0117803

JD
2342400.5

by
the

E
qs.(4)

0.3366719
−

0.1437940
−

0.1127284
0.0074835

0.0235400
0.0117803

1799
09

27
by

the
D

E
405

0.0472475
0.2651303

0.1373714
−

0.0334593
0.0033352

0.0052703
JD

2378400.5
by

the
E

qs.(4)
0.0472477

0.2651301
0.1373713

−
0.0334593

0.0033352
0.0052703

1898
04

21
by

the
D

E
405

−
0.3878790

−
0.0595675

0.0087525
−

0.0020408
−

0.023652
−

0.0012419
JD

2414400.5
by

the
E

qs.(4)
−

0.3878791
−

0.0595675
0.0087525

−
0.0020408

−
0.023652

−
0.0012419

1996
11

13
by

the
D

E
405

−
0.1550256

−
0.3899433

−
0.1932507

0.0209929
−

0.0059767
−

0.0053699
JD

2450400.5
by

the
E

qs.(4)
−

0.1550256
−

0.3899433
−

0.1932507
0.0209929

−
0.0059767

−
0.0053699

2095
06

07
by

the
D

E
405

0.2786154
−

0.2713622
−

0.1732480
0.0153830

0.0183374
0.0082076

JD
2486400.5

by
the

E
qs.(4)

0.2786156
−

0.2713622
−

0.1732480
0.0153830

0.0183374
0.0082076

2193
06

07
by

the
D

E
405

0.2222982
0.2095351

0.0892206
−

0.0258345
0.0173614

0.0119439
JD

2522400.5
by

the
E

qs.(4)
0.2222987

0.2095352
0.0892205

−
0.0258345

0.0173614
0.0119439
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0.

38
70

98
4

0.
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0.

38
70

98
8

0.
20

55
91

5
28

.5
56

6
48

.5
81

8
7.

01
69

by
th

e
E

qs
.(

1)
3.

04
48

0.
38

70
98

8
0.

20
55

91
5

28
.5

76
8

48
.5

81
8

7.
01

69

18
98

04
21

JD
24

14
40

0.
5

by
th

e
D

E
40

5
87

.0
81

3
0.

38
70

99
1

0.
20

56
00

5
28

.8
33

4
48

.4
58

1
7.

01
11

by
th

e
E

qs
.(

4)
87

.0
81

2
0.

38
70

99
2

0.
20

56
00

5
28

.8
33

4
48

.4
58

1
7.

01
11

by
th

e
E

qs
.(

1)
87

.0
84

0
0.

38
70

99
2

0.
20

56
00

5
28

.8
41

9
48

.4
58

1
7.

01
11

19
96

11
13

JD
24

50
40

0.
5

by
th

e
D

E
40

5
17

1.
11

56
0.

38
70

97
5

0.
20

56
40

9
29

.1
17

9
48

.3
35

3
7.

00
51

by
th

e
E

qs
.(

4)
17

1.
11

55
0.

38
70

97
5

0.
20

56
40

8
29

.1
17

9
48

.3
35

3
7.

00
51

by
th

e
E

qs
.(

1)
17

1.
11

45
0.

38
70

97
5

0.
20

56
40

8
29

.1
14

7
48

.3
35

3
7.

00
51

20
95

06
07

JD
24

86
40

0.
5

by
th

e
D

E
40

5
25

5.
15

97
0.

38
70

97
6

0.
20

56
54

9
29

.3
95

9
48

.2
11

0
6.

99
93

by
th

e
E

qs
.(

4)
25

5.
15

98
0.

38
70

97
7

0.
20

56
54

9
29

.3
95

9
48

.2
11

0
6.

99
93

by
th

e
E

qs
.(

1)
25

5.
15

50
0.

38
70

97
7

0.
20

56
54

9
29

.3
80

9
48

.2
11

0
6.

99
93

21
93

12
30

JD
25

22
40

0.
5

by
th

e
D

E
40

5
33

9.
19

27
0.
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Т
аблица

3
Э

лем
енты

орбит
М

еркурия,полученны
е

по
ф

орм
улам

(4),(2)
и

(1)
[T

he
elem

ents
of

the
orbits

of
the

M
ercury

calculated
by

the
E

qs.(4),(2),and
(1)]

C
urrent

date
D

ata
sources

𝑀
(in

degrees)
𝑎

(in
au)

𝑒
𝜔

(in
degrees)

Ω
(in

degrees)
𝑖

(in
degrees)

(calculated
by)

−
31

03
07

JD
1709800.5

by
the

E
qs.(4)

228.2249
0.3870983

0.2052108
23.3831

50.8434
7.1258

by
the

E
qs.(2)

228.2258
0.3870976

0.2052109
23.3827

50.8434
7.1258

by
the

E
qs.(1)

228.3007
0.3870977

0.2052109
23.6205

50.8449
7.1258

969
04

26
JD

2075100.5

by
the

E
qs.(4)

78.0028
0.3870983

0.2054204
26.2004

49.6146
7.0664

by
the

E
qs.(2)

78.0032
0.3870982

0.2054204
26.2002

49.6146
7.0664

by
the

E
qs.(1)

78.0408
0.3870983

0.2054204
26.3194

49.6149
7.0664

2969
08

24
JD

2805700.5

by
the

E
qs.(4)

137.5432
0.3871001

0.2058252
31.8915

47.1066
6.9473

by
the

E
qs.(2)

137.5432
0.3871001

0.2058253
31.8916

47.1066
6.9473

by
the

E
qs.(1)

137.5050
0.3871001

0.2058252
31.7719

47.1070
6.9473

3969
10

21
JD

3171000.5

by
the

E
qs.(4)

347.3278
0.3870987

0.2060198
34.7546

45.8246
6.8884

by
the

E
qs.(2)

347.3276
0.3870987

0.2060196
34.7549

45.8246
6.8884

by
the

E
qs.(1)

347.2510
0.3870988

0.2060202
34.5150

45.8261
6.8884
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рительное согласие координат и элементов орбит на всем рассматриваемом
интервале интегрирования.

Наибольшие расхождения в элементах орбит Меркурия имеет место 7 мар-
та 31 г. до н.э. В средней аномалии оно составляет 0.0009∘ (градусов), что
соответствует 3′′ (секундам дуги); в большой полуоси — 0.0000007 а.е., что со-
ответствует 104.7 км; в аргументе перигелия— 0.0004∘, что соответствует 1′′;
остальные элементы орбит практически совпадают. Невязка векового смеще-
ния долготы перигелия Меркурия, найденная путем решения уравнений (4)
и (1) составляет 42.92′′, а при решении уравнений (2) и (1) 42.99′′. Подобные
расхождения в элементах орбит и в вековом смещении перигелия Меркурия,
полученных при решении дифференциальных уравнений (4) и (2), не могут
быть выявлены с помощью наблюдений, поэтому их можно считать вполне
удовлетворительными.

Точность решения релятивистских уравнений существенным образом за-
висит от выбора системы координат. Для релятивистских уравнений часто
используется гармоническая система координат, которая является наиболее
подходящей для согласования векового смещения долготы перигелия Мер-
курия [19–25]. Как показывают проведенные исследования, решение реляти-
вистских уравнений (2) для Меркурия согласуется с решением уравнений (4)
на всем исследуемом интервале времени с 31 г. до н.э. по 3969 г. н.э. (см.
табл. 1–3). Подобного совпадения решений уравнений (2) и (4) следовало
ожидать и для планет Венеры, Земли+Луны и Марса, поскольку их орби-
ты являются более удаленными от Солнца, чем орбита Меркурия. Однако
этого не происходит по причине завышенных скоростей смещения долгот пе-
ригелиев этих планет, полученных на основании решения уравнений (2) по
сравнению со скоростями, полученными на основании решения уравнений (4).

В табл. 4–9 на интервале времени с 31 г до н.э. по 3969 г н.э. представ-
лены элементы орбит и расхождения в элементах для Венеры, Земли+Луны
и Марса, найденные с использованием уравнений (4), уравнений (2), путем
совместного решения уравнений (2) и (3) и уравнений (1) на четыре момента
времени.

Как следует из проведенных вычислений (см. табл. 4–9), расхождения ве-
ковых смещений долгот перигелиев Венеры, Земли+Луны и Марса, получен-
ных с помощью решения уравнений (4) и (1), составляют 2.14′′, 0.53′′, 0.07′′.
Расхождения, найденные с помощью решения уравнений (2) и (1), составляют
8.58′′, 3.87′′, 1.33′′ соответственно.

В работе [23] отмечается, что ошибки релятивистских поправок в веко-
вом движении перигелиев Венеры и Земли велики и составляют для Вене-
ры ±5.28′′, для Земли ±1.79′′, для Марса ±0.025′′. Расхождения в смещении
перигелиев этих планет, найденные с помощью решения уравнений (2) и (4),
составляют 6.44′′, 3.34′′, 1.26′′ соответственно. Как следует из результатов вы-
числений, вековые смещения долгот перигелиев Венеры, Земли+Луны иМар-
са, найденных путем решения уравнений (4) и (2), различаются на 6.44′′,
3.34′′, 1.26′′ соответственно. Хотя эти различия незначительные и на ограни-
ченных интервалах времени в пределах столетия их трудно обнаружить с по-
мощью наблюдений, с течением времени в силу векового характера движения
перигелиев Венеры, Земли+Луны и Марса, имеют место заметные различия
элементов орбит, найденных с помощью решений уравнений (4) и (2).
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ощ

ью
различны

х
м

етодов
вы

числения
[T
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orbits
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the

V
enus

obtained
using

various
calculation

m
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C
urrent
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D

ata
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(in

degrees)
𝑎

(in
au)

𝑒
𝜔

(in
degrees)

Ω
(in

degrees)
𝑖

(in
degrees)

(calculated
by)

−
31

03
07

JD
1709800.5

by
the

E
qs.(4)

39.5049
0.7233359

0.0077807
48.7763

82.2686
3.3985

by
the

E
qs.(2)

39.5016
0.7233359

0.0077805
48.7421

82.2686
3.3985

by
the

E
qs.(2),(3)

39.5016
0.7233359

0.0077805
48.7421

82.2686
3.3985

by
the

E
qs.(1)

39.5072
0.7233359

0.0077805
48.7905

82.2685
3.3985

969
04

26
JD

2075100.5

by
the

E
qs.(4)

297.1664
0.7233352

0.0072777
52.0940

79.5320
3.4001

by
the

E
qs.(2)

297.1648
0.7233351

0.0072777
52.0770

79.5320
3.4001

by
the

E
qs.(2),(3)

297.1648
0.7233351

0.0072777
52.0770

79.5320
3.4001

by
the

E
qs.(1)

297.1679
0.7233352

0.0072777
52.1007

79.5320
3.4001

2969
08

24
JD

2805700.5

by
the

E
qs.(4)

93.6422
0.7233264

0.0063359
57.6692

73.9732
3.3834

by
the

E
qs.(2)

93.6434
0.7233263

0.0063359
57.6867

73.9732
3.3834

by
the

E
qs.(2),(3)

93.6434
0.7233263

0.0063359
57.6867

73.9732
3.3834

by
the

E
qs.(1)

93.6398
0.7233264

0.0063358
57.6634

73.9732
3.3834

3969
10

21
JD

3171000.5

by
the

E
qs.(4)

352.6807
0.7233292

0.0058937
59.7003

71.1451
3.3653

by
the

E
qs.(2)

352.6810
0.7233291

0.0058935
59.7376

71.1452
3.3653

by
the

E
qs.(2),(3)

352.6810
0.7233291

0.0058935
59.7376

71.1452
3.3653

by
the

E
qs.(1)

352.6745
0.7233292

0.0058935
59.6907

71.1451
3.3653
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Наибольшие отклонения наблюдаются в средних аномалиях и аргумен-
тах перигелиев. Как показывают результаты вычислений (см. табл. 4–6 и 7–
9), расхождения в средней аномалии у Венеры, Земли+Луны и Марса со-
ставляют, соответственно, Δ𝑀 = 12′′, 6′′ и 6′′, а в аргументах перигелиев —
Δ𝜔 = −0.0342∘, −0.0183∘ и −0.0071∘ в 31 г. до н.э. В 3969 г. расхождения в
средней аномалии у Венеры, Земли+Луны и Марса достигнут Δ𝜔 = 0.0373∘,
0.0188∘ и 0.0068∘ соответственно. С увеличением интервала интегрирования
эти отклонения будут увеличиваться, что непосредственно отразится на рас-
хождении элементов орбит планет, найденных с помощью решения уравне-
ний (4) и (2).

Проведенные исследования показывают, что решение релятивистских урав-
нений не обеспечивает одинаковой точности для всех объектов. По этой при-
чине прогнозирование движений Венеры, Земли+Луны и Марса путем реше-
ния уравнений (2) не является таким же точными, как для Меркурия. Для
обоснования данного предположения необходимо показать преимущество ис-
пользования уравнений (4) по сравнению с уравнениями (2) при исследовании
движения этих небесных тел. Для сравнения эффективности использования
уравнений (4) и (2) наиболее подходящим объектом для исследования явля-
ется Луна.

Геоцентрические координаты и компоненты скоростей Луны, найденные
путем решения уравнений (4) и с помощью банка данных DE405, приведены
в табл. 10.

Следует отметить, что для согласования геоцентрических координат Лу-
ны с наблюдениями при создании DE405 ее авторы наряду с уравнениями (2)
решают совместно уравнения, учитывающие форму Луны и Земли, а также
земные приливы. Подобный прием, учитывающий форму небесных тел и при-
ливные взаимодействия, не является строго обоснованным, т.к. эти уравнения
получены на основе ньютоновой теории. Кроме того, данные уравнения со-
держат много свободных параметров, значения которых определены с невы-
сокой точностью. При согласовании численной теории движения больших
планет и Луны DE405 с наблюдениями происходит существенное усложнение
релятивистской модели движения небесных тел по сравнению с ньютоновой
моделью.

Из результатов вычислений, представленных в табл. 10, следует, что коор-
динаты и скорости Луны, полученные путем решения уравнений (4), в основе
которых лежит принцип взаимодействия окружающего пространства с дви-
жущимся материальным телом, отличаются от данных DE405 несущественно
на интервале времени ±100 лет от начального момента интегрирования. На-
пример (см. табл. 10), 21 апреля 1898 г. и 13 ноября 1996 г. максимальное
отклонение в координатах, найденных с помощью DE405 и полученных с по-
мощью решения уравнений (4), составляет 0.0000003 а.е., что соответствует
45 км. Отклонение компонент скоростей также незначительное, не превыша-
ющее 0.0000001 а.е./сут. или 1.7 · 10−4 км/сек. Максимальное расхождение
двух методов для геоцентрических координат Луны имеет место 11 августа
1602 г. При этом различия в вычислениях составляют следующие величины:
Δ𝑋 = 0.0000003 а.е., Δ𝑌 = 0.0000006 а.е. Δ𝑍 = −0.0000021 а.е., что соот-
ветствует Δ𝑋 = 45 км, Δ𝑌 = 90 км и Δ𝑍 = −314 км. Максимальное рас-
хождение компонент скоростей — 0.0000002 а.е./сут. Полученные отклонения
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в геоцентрических координатах и компонентах скоростей Луны находятся
в пределах ошибок как оптических, так и радиолокационных наблюдений,
поэтому можно сказать, что при определении геоцентрических координат
и компонент скоростей Луны с помощью банка данных DE405 и путем реше-
ния уравнений (4) результаты на всем интервале интегрирования получаются
практически с одинаковой точностью.

В табл. 11 приведены геоцентрические координаты и скорости Луны, вы-
численные с учетом релятивистских эффектов и ньютоновых уравнений, но
без учета фигуры Земли, т.е. получены путем решения дифференциальных
уравнений движения (2) и уравнений (1). Сопоставление данных, приведен-
ных в табл. 10 и 11, показывает, что на интервале времени ±100 лет от на-
чального момента интегрирования расхождения координат, найденных путем
решения уравнений (2) и с помощью банка данных DE405, значительно пре-
вышают расхождения координат, полученных с помощью решения уравне-
ний (4) и банка данных DE405. Так, на момент 21 апреля 1898 г. максималь-
ное отклонение в координатах, найденных с помощью DE405 и полученных
с помощью решения уравнений (2), составляет 0.0000035 а.е., что соответ-
ствует 554 км. Отклонение компонент скоростей также значительное и равно
0.0000008 а.е./сут., или 6.9 · 10−4 км/сек.

Из сравнения данных, приведенных в табл. 12 и 13, следует, что наиболь-
шие расхождения координат, найденных путем решения уравнений (2) и с по-
мощью банка данных DE405, имеют место 11 августа 1602 г. и составляют
Δ𝑋 = −0.000019 а.е., Δ𝑌 = 0.0000128 а.е. и Δ𝑍 = 0.0000012 а.е., что соот-
ветствует Δ𝑋 = −2887 км, Δ𝑌 = 1915 км и Δ𝑍 = 180 км. Аналогичные рас-
хождения координат, найденных с помощью решения уравнений (1) и DE405
(см. табл. 12 и 13), составляют Δ𝑋 = −0.0000267 а.е., Δ𝑌 = −0.0000174 а.е.
и Δ𝑍 = −0.0000023 а.е., что соответствует Δ𝑋 = −3994 км, Δ𝑌 = 2603 км
и Δ𝑍 = 344 км.

Из проведенного сопоставления следует, что расхождения координат Лу-
ны, полученные на основе банка данных DE405 и путем решения дифферен-
циальных уравнений движения (1) и (2), превышают более чем на порядок
аналогичные расхождения координат Луны, полученные с помощью DE405
и на основании решения уравнений (4). Проведенные исследования указыва-
ют на ограниченную возможность ньютоновых и релятивистских уравнений
без совместного решения дополнительных уравнений (3) для исследования
движения Луны на интервале времени порядка нескольких столетий.

В табл. 14 приведены геоцентрические координаты Луны, полученные
с помощью решения дифференциальных уравнений (4) и путем совместно-
го решения уравнений (2) и (3), а также уравнений (2) и (1). В первой строке
табл. 14 находятся координаты Луны, найденные с помощью совместного ре-
шения уравнений (2) и (3), во второй, третьей и четвертой — координаты,
полученные с помощью решения уравнений (4), (2) и (1).

В табл. 15 и 16 представлены расхождения геоцентрических координат
и компонент скоростей Луны, полученных с помощью математических мо-
делей (4), (2) и (1), от координат, найденных путем совместного решения
уравнений (2) и (3). В первой строке табл. 15 и 16 находятся расхождения
координат Луны, найденных с помощью совместного решения уравнений (2)
и (3), во второй строке — координат, полученных с помощью решения диффе-

168



Сравнение различных математических моделей. . .

Т
аб

ли
ца

11
Ге

оц
ен

тр
ич

ес
ки

е
ко

ор
ди

на
ты

и
ко

м
по

не
нт

ы
ск

ор
ос

те
й

Л
ун

ы
,в

ы
чи

сл
ен

ны
е

по
ф

ор
м

ул
ам

(1
)

и
(2

)
[G

eo
ce

nt
ri

c
co

or
di

nt
es

an
d

ve
lo

ci
ty

co
m

po
ne

nt
s

of
th

e
M

oo
n

ca
lc

ul
at

ed
by

th
e

E
q.

(1
),

an
d

(2
)]

C
ur

re
nt

da
te

D
at

a
so

ur
ce

s
𝑋

(i
n

au
)

𝑌
(i

n
au

)
𝑍

(i
n

au
)

𝑋
(i

n
au

/d
ay

)
𝑌

(i
n

au
/d

ay
)

𝑍
(i

n
au

/d
ay

)
(c

al
cu

la
te

d
by

)

16
02

08
11

by
th

e
E

qs
.(

1)
0.

00
13

97
4

0.
00

18
94

6
0.

00
09

10
0

−
0.

00
05

14
6

0.
00

02
97

7
0.

00
00

74
2

JD
23

06
40

0.
5

by
th

e
E

qs
.(

2)
0.

00
13

89
4

0.
00

18
99

2
0.

00
09

11
1

−
0.

00
05

15
8

0.
00

02
96

1
0.

00
00

73
4

17
01

03
05

by
th

e
E

qs
.(

1)
0.

00
12

21
5

−
0.

00
22

29
5

−
0.

00
08

25
6

0.
00

05
13

2
0.

00
02

34
7

0.
00

00
55

1
JD

23
42

40
0.

5
by

th
e

E
qs

.(
2)

0.
00

12
27

3
−

0.
00

22
26

9
−

0.
00

08
24

9
0.

00
05

12
6

0.
00

02
35

9
0.

00
00

55
5

17
99

09
27

by
th

e
E

qs
.(

1)
−

0.
00

22
22

9
0.

00
08

75
6

0.
00

06
00

6
−

0.
00

02
31

3
−

0.
00

05
13

4
−

0.
00

02
51

9
JD

23
78

40
0.

5
by

th
e

E
qs

.(
2)

−
0.

00
22

24
6

0.
00

08
71

9
0.

00
05

98
8

−
0.

00
02

30
4

−
0.

00
05

13
8

−
0.

00
02

52
2

18
98

04
21

by
th

e
E

qs
.(

1)
0.

00
22

04
7

0.
00

12
34

4
0.

00
07

82
8

−
0.

00
02

97
3

0.
00

04
56

2
0.

00
01

89
8

JD
24

14
40

0.
5

by
th

e
E

qs
.(

2)
0.

00
22

03
8

0.
00

12
35

8
0.

00
07

83
4

−
0.

00
02

97
7

0.
00

04
56

0
0.

00
01

89
7

19
96

11
13

by
th

e
E

qs
.(

1)
−

0.
00

06
74

9
−

0.
00

22
77

5
−

0.
00

07
63

3
0.

00
05

91
7

−
0.

00
01

43
4

−
0.

00
00

40
5

JD
24

50
40

0.
5

by
th

e
E

qs
.(

2)
−

0.
00

06
75

6
−

0.
00

22
77

3
−

0.
00

07
63

3
0.

00
05

91
6

−
0.

00
01

43
6

−
0.

00
00

40
5

20
95

06
07

by
th

e
E

qs
.(

1)
−

0.
00

17
47

2
0.

00
17

16
4

0.
00

09
57

0
−

0.
00

04
47

7
−

0.
00

03
44

7
−

0.
00

01
12

9
JD

24
86

40
0.

5
by

th
e

E
qs

.(
2)

−
0.

00
17

44
9

0.
00

17
18

2
0.

00
09

57
6

−
0.

00
04

48
2

−
0.

00
03

44
3

−
0.

00
01

12
6

21
93

06
07

by
th

e
E

qs
.(

1)
0.

00
24

96
6

−
0.

00
04

66
0

−
0.

00
01

16
5

0.
00

00
81

5
0.

00
05

19
5

0.
00

02
78

3
JD

25
22

40
0.

5
by

th
e

E
qs

.(
2)

0.
00

24
95

8
−

0.
00

04
70

9
−

0.
00

01
19

1
0.

00
00

82
8

0.
00

05
19

3
0.

00
02

78
3

169



За у с а е в А. Ф., Р ом а нюк М. А.

Т
аблица

12
Р
асхож

дения
геоцентрических

координат
и

ком
понент

скоростей
Л

уны
,полученны

х
с

пом
ощ

ью
различны

х
м

етодов
вы

чис-
ления,

от
найденны

х
с

пом
ощ

ью
D

E
405

[D
iscrepancies

in
the

geocentric
coordinates

and
the

com
ponents

of
velocities

of
M

oon
obtained

using
various

calculation
m

ethods
from

those
found

by
the

D
E

405]

C
urrent

date
D

ata
sources

Δ
𝑋

(in
au)

Δ
𝑌

(in
au)

Δ
𝑍

(in
au)

Δ
𝑋

(in
au/day)

Δ
𝑌

(in
au/day)

Δ
𝑍

(in
au/day)

(calculated
by)

1602
08

11
JD

2306400.5

by
the

E
qs.(4)

0.0000003
0.0000006

−
0.0000021

0
0.0000001

−
0.0000001

by
the

E
qs.(2)

−
0.000019

0.0000128
0.0000012

−
0.0000038

−
0.0000043

−
0.0000022

by
the

E
qs.(1)

−
0.0000267

0.0000174
0.0000023

−
0.0000042

−
0.0000059

−
0.0000030

1701
03

05
JD

2342400.5

by
the

E
qs.(4)

−
0.0000005

0.0000002
−

0.0000016
0

−
0.0000001

−
0.0000002

by
the

E
qs.(2)

0.0000153
0.0000081

0.0000003
−

0.0000016
0.0000033

0.0000010
by

the
E

qs.(1)
0.0000211

0.0000107
0.0000010

−
0.0000022

0.0000044
0.0000014

1799
09

27
JD

2378400.5

by
the

E
qs.(4)

0.0000003
0.0000007

−
0.0000002

−
0.0000002

0.0000001
−

0.0000002
by

the
E

qs.(2)
0.0000045

−
0.0000087

−
0.0000047

0.0000024
−

0.0000008
−

0.0000008
by

the
E

qs.(1)
0.0000062

−
0.0000124

−
0.0000065

0.0000033
−

0.0000012
−

0.0000011

1898
04

21
JD

2414400.5

by
the

E
qs.(4)

0.0000001
−

0.0000002
−

0.0000002
0

0.0000001
−

0.0000001
by

the
E

qs.(2)
−

0.0000026
0.0000037

0.0000015
0.0000008

−
0.0000004

−
0.0000004

by
the

E
qs.(1)

−
0.0000035

0.0000049
0.0000019

0.0000012
−

0.0000006
−

0.0000005

1996
11

13
JD

2450400.5

by
the

E
qs.(4)

0.0000001
0

0.0000003
0.0000001

0
0.0000001

by
the

E
qs.(2)

−
0.0000016

0.0000005
−

0.0000001
0

−
0.0000004

−
0.0000001

by
the

E
qs.(1)

−
0.0000024

0.0000007
−

0.0000001
−

0.0000001
−

0.0000006
−

0.0000001

2095
06

07
JD

2486400.5

by
the

E
qs.(4)

0
0.0000001

−
0.0000005

0
0

0.0000001
by

the
E

qs.(2)
0.0000066

0.0000057
0.0000014

0.0000012
0.0000013

0.0000008
by

the
E

qs.(1)
0.0000089

0.0000075
0.0000020

0.0000017
0.0000017

0.0000011

2193
06

07
JD

2522400.5

by
the

E
qs.(4)

0
−

0.0000002
−

0.0000017
0.0000002

−
0.0000001

0.0000001
by

the
E

qs.(2)
−

0.0000024
−

0.0000122
−

0.0000083
0.0000036

−
0.0000006

0
by

the
E

qs.(1)
−

0.0000032
−

0.0000171
−

0.0000108
0.0000047

−
0.0000008

0

170



Сравнение различных математических моделей. . .

Т
аб

ли
ца

13
Р
ас

хо
ж

де
ни

я
ге

оц
ен

тр
ич

ес
ки

х
ко

ор
ди

на
т

и
ко

м
по

не
нт

ск
ор

ос
те

й
Л

ун
ы

,п
ол

уч
ен

ны
х

с
по

м
ощ

ью
ра

зл
ич

ны
х

м
ет

од
ов

вы
чи

с-
ле

ни
я,

от
на

йд
ен

ны
х

с
по

м
ощ

ью
D

E
40

5
[D

is
cr

ep
an

ci
es

in
th

e
ge

oc
en

tr
ic

co
or

di
na

te
s

an
d

th
e

co
m

po
ne

nt
s

of
ve

lo
ci

ti
es

of
th

e
M

oo
n

ob
ta

in
ed

us
in

g
va

ri
ou

s
ca

lc
ul

at
io

n
m

et
ho

ds
fr

om
th

os
e

fo
un

d
by

th
e

D
E

40
5]

C
ur

re
nt

da
te

D
at

a
so

ur
ce

s
Δ
𝑋

(i
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𝑋
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𝑌
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𝑍
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JD
23
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0.
5

by
th

e
E
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.(

4)
45
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−

31
4

0
1
.7
·1

0−
4

−
1.
7
·1
0
−
4

by
th

e
E
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.(

2)
−
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42
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0

−
6
6
·1

0−
4

−
7
4
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0−
4

−
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·1
0
−
4
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e
E
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.(
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−
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1
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0
−
4

17
01
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E
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0
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0
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0.
5
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−
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−
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0.
5

by
th

e
E

qs
.(

4)
15

−
30

−
30

0
1
.7
·1

0−
4

−
1.
7
·1
0
−
4

by
th

e
E

qs
.(

2)
−

38
9

55
4

22
4

1
4
·1

0−
4

−
6
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−
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0
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−
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0
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𝑍
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au)
𝑋

(in
au/day)

𝑌
(in

au/day)
𝑍

(in
au/day)

(calculated
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−
31

03
07

JD
1709800.5

by
the

E
qs.(2),(3)

0.0025162
0.0004578

0.0002045
−

0.0000901
0.0005577

0.0001852
by

the
E

qs.(4)
0.0025079

0.0005171
0.0002114

−
0.0001032

0.0005550
0.0001841
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E
qs.(2)

0.0024611
0.0006867

0.0002674
−

0.0001440
0.0005469

0.0001807
by
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E

qs.(1)
0.0024349

0.0007785
0.0002978

−
0.0001656

0.0005404
0.0001782

969
04

26
JD

2075100.5

by
the

E
qs.(2),(3)

−
0.0016082

0.0020328
0.0007352

−
0.0004377

−
0.0003023

−
0.0001768

by
the

E
qs.(4)

−
0.0016153

0.0020295
0.0007272

−
0.0004364

−
0.0003044

−
0.0001767

by
the

E
qs.(2)

−
0.0016878

0.0019784
0.0006977

−
0.0004238
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0.0003190
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0.0001819
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0.0002601
−

0.0002101
0.0004922
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0.0002407

by
the

E
qs.(2)

0.0023550
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−
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E
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−
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0.0018413
0.0006506

−
0.0004009

−
0.0003863

−
0.0001157
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−
31

03
07

JD
1709800.5
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the

E
qs.(4)

−
1242

8871
1032

−
0.023

−
0.005

−
0.002

by
the

E
qs.(2)

−
8243

44715
9410

−
0.09

−
0.01

−
0.008

by
the

E
qs.(1)

−
12162

47976
13957

−
0.13

−
0.03

−
0.012
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04

26
JD

2075100.5

by
the

E
qs.(4)

−
1062

−
494

−
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0.002
−

0.004
−
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by

the
E

qs.(2)
−
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−

8138
−
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0.017

−
0.029

−
0.009

by
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E
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−
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−
12207

−
7914

0.036
−

0.042
−

0.013
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08
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by
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E
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−
1242
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−
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−
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−
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−
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−
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−
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E
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ренциальных уравнений (4), в третьей и четвертой— расхождения координат,
полученных с помощью решения уравнений (2) и уравнений (1).

На концах интервала интегрирования различия в координатах 𝑋, 𝑌 и 𝑍
на дату 7 марта 31 г. до н.э., полученных с помощью решения дифференци-
альных уравнений (4) и найденных с помощью совместного решения уравне-
ний (2) и (3), составляют Δ𝑋 = 1242 км, Δ𝑌 = −8871 км и Δ𝑍 = 1032 км
соответственно. Полученные различия в геоцентрических координатах Лу-
ны, найденных с помощью совместного решения уравнений (2) и (3) и путем
решения уравнений (4), являются следствием различных вековых смещений
перигелиев Земли+Луны, найденных с помощью решения этих уравнений.

Расхождения геоцентрических координат Луны, найденных путем реше-
ния уравнений (2), от координат, найденных с помощью совместного решения
уравнений (2) и (3) на дату 7 марта 31 г. до н.э., еще более значительны по
сравнению с предыдущим случаем, т.к. по координатам 𝑋, 𝑌 и 𝑍 отклонения
составляют минус 8243 км, 44715 км и 9410 км соответственно.

Поскольку точность геоцентрических координат Луны, найденных путем
решения уравнений (4), значительно превышает точность координат Луны,
найденных с помощью решения уравнений (2), это указывает на то, что ре-
шение уравнений (4) обеспечивает более высокую точность при исследовании
движения больших планет и Луны по сравнению с решениями уравнений (2).

Как видно из данных, представленных в табл. 4–9, скорости вековых сме-
щений долгот перигелиев Венеры, Земли+Луны и Марса, полученные с помо-
щью решения уравнений (2) и найденные путем совместного решения урав-
нений (2) и (3), практически совпадают.

Принимая во внимание, что элементы орбит Венеры, Земли+Луны и Мар-
са получены путем решения уравнений (4), точнее — решений уравнений (2),
можно сделать следующие выводы:

а) решение релятивистских уравнений (2) не приводит к повышению точ-
ности координат и элементов орбит Венеры, Земли+Луны и Марса по
сравнению с решениями уравнений (1);

б) на интервале времени порядка ±100 лет от начального момента инте-
грирования элементы орбит Венеры, Земли+Луны и Марса, найденные
с помощью решения уравнений (1), (2) и (4), отличаются друг от друга
в пределах погрешности оптических наблюдений;

в) с увеличением интервала интегрирования различия в координатах Ве-
неры, Земли+Луны, Марса и Луны, найденных с помощью решения
уравнений (4) и путем совместного интегрирования уравнений (2) и (3),
учитывающих релятивистские эффекты и отклонение фигуры Земли
от сфероида, возрастают; это указывает на ограниченные возможности
применения современных математических моделей, описываемых урав-
нениями (1), (2) и (3), для исследования эволюции орбит Венеры, Земли,
Марса и Луны на больших интервалах времени порядка 1 000 и более
лет;

г) в результате численного интегрирования уравнений (2) и (4) различия
в элементах орбит Меркурия на интервале времени с 31 г. до н.э. по
3969 г. н.э. находятся в пределах ошибок наблюдений.
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Т
аблица

17
Э

лем
енты

орбит
Ю

питера,полученны
е

с
пом

ощ
ью

различны
х

м
етодов

вы
числения

[T
he

elem
ents

of
the

orbits
of

the
Jupiter

obtained
using

various
calculation

m
ethods]

C
urrent

date
D

ata
sources

𝑀
(in

degrees)
𝑎

(in
au)

𝑒
𝜔

(in
degrees)

Ω
(in

degrees)
𝑖

(in
degrees)

(calculated
by)

−
31

03
07

JD
1709800.5

by
the

E
qs.(4)

312.8228
5.2074821

0.0453923
272.1519

97.2532
1.3562

by
the

E
qs.(2),(3)

312.8231
5.2074820

0.0453923
272.1516

97.2532
1.3562

by
the

E
qs.(1)

312.8228
5.2074821

0.0453923
272.1519

97.2532
1.3562

969
04

26
JD

2075100.5

by
the

E
qs.(4)

61.5105
5.2081435

0.0479516
275.0554

98.7440
1.3279

by
the

E
qs.(2),(3)

61.5107
5.2081434

0.0479516
275.0552

98.7440
1.3279

by
the

E
qs.(1)

61.5106
5.2081434

0.0479516
275.0554

98.7440
1.3279

2969
08

24
JD

2805700.5

by
the

E
qs.(4)

284.8327
5.2075551

0.0498764
274.3641

102.2956
1.2881

by
the

E
qs.(2),(3)

284.8325
5.2075551

0.0498764
274.3643

102.2956
1.2881

by
the

E
qs.(1)

284.8327
5.2075551

0.0498764
274.3641

102.2956
1.2881

3969
10

21
JD

3171000.5

by
the

E
qs.(4)

35.6250
5.2076037

0.0521614
274.6955

104.2705
1.2777

by
the

E
qs.(2),(3)

35.6247
5.2076036

0.0521614
274.6960

104.2705
1.2777

by
the

E
qs.(1)

35.6250
5.2076037

0.0521614
274.6955

104.2705
1.2777
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Т
аб

ли
ца

18
Э

ле
м

ен
ты

ор
би

т
С

ат
ур

на
,п

ол
уч

ен
ны

е
с

по
м

ощ
ью

ра
зл

ич
ны

х
м

ет
од

ов
вы

чи
сл

ен
ия

[T
he

el
em

en
ts

of
th

e
or

bi
ts

of
th

e
Sa

tu
rn

ob
ta

in
ed

us
in

g
va

ri
ou

s
ca

lc
ul

at
io

n
m

et
ho

ds
]

C
ur

re
nt

da
te

D
at

a
so

ur
ce

s
𝑀

(i
n

de
gr

ee
s)

𝑎
(i

n
au

)
𝑒

𝜔
(i

n
de

gr
ee

s)
Ω

(i
n

de
gr

ee
s)

𝑖
(i

n
de

gr
ee

s)
(c

al
cu

la
te

d
by

)

−
31

03
07

JD
17

09
80

0.
5

by
th

e
E

qs
.(

4)
34

8.
91

45
9.

54
66

43
3

0.
06

22
75

6
32

2.
94

85
11

8.
83

05
2.

41
93

by
th

e
E

qs
.(

2)
,(

3)
34

8.
91

47
9.

54
66

43
3

0.
06

22
75

6
32

2.
94

84
11

8.
83

05
2.

41
93

by
th

e
E

qs
.(

1)
34

8.
91

45
9.

54
66

43
3

0.
06

22
75

6
32

2.
94

85
11

8.
83

05
2.

41
93

96
9

04
26

JD
20

75
10

0.
5

by
th

e
E

qs
.(

4)
32

7.
50

55
9.

59
03

93
7

0.
06

10
96

2
33

0.
15

49
11

6.
31

85
2.
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49

by
th

e
E

qs
.(

2)
,(

3)
32

7.
50

56
9.

59
03

93
7

0.
06

10
96

2
33

0.
15

48
11

6.
31

85
2.

45
49

by
th

e
E

qs
.(

1)
32

7.
50

55
9.

59
03

93
6

0.
06

10
96

2
33

0.
15

49
11

6.
31

85
2.

45
49

29
69

08
24

JD
28

05
70

0.
5

by
th

e
E

qs
.(

4)
28

5.
85

08
9.

56
26

83
4

0.
04

96
48

6
34

3.
09

88
11

1.
08

36
2.

50
62

by
th

e
E

qs
.(

2)
,(

3)
28

5.
85

07
9.

56
26

83
5

0.
04

96
48

6
34

3.
09

88
11

1.
08

36
2.

50
62

by
th

e
E

qs
.(

1)
28

5.
85

08
9.

56
26

83
3

0.
04

96
48

6
34

3.
09

88
11

1.
08

36
2.

50
62

39
69

10
21

JD
31

71
00

0.
5

by
th

e
E

qs
.(

4)
26

4.
39

56
9.

57
81

70
5

0.
04

86
35

8
35

0.
41

00
10

8.
52

57
2.

51
97

by
th

e
E

qs
.(

2)
,(

3)
26

4.
39

54
9.

57
81

70
3

0.
04

86
35

8
35

0.
41

00
10

8.
52

57
2.

51
97

by
th

e
E

qs
.(

1)
26

4.
39

56
9.

57
81

70
7

0.
04

86
35

8
35

0.
40

99
10

8.
52

57
2.

51
97
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Т
аблица

19
Э

лем
енты

орбит
У

рана,полученны
е

с
пом

ощ
ью

различны
х

м
етодов

вы
числения

[T
he

elem
ents

of
the

orbits
of

the
U

ranus
obtained

using
various

calculation
m

ethods]

C
urrent

date
D

ata
sources

𝑀
(in

degrees)
𝑎

(in
au)

𝑒
𝜔

(in
degrees)

Ω
(in

degrees)
𝑖

(in
degrees)

(calculated
by)

−
31

03
07

JD
1709800.5

by
the

E
qs.(4)

78.0027
19.2364366

0.0443000
103.0330

72.6239
0.8089

by
the

E
qs.(2),(3)

78.0027
19.2364362

0.0443000
103.0329

72.6239
0.8089

by
the

E
qs.(1)

78.0027
19.2364366

0.0443000
103.0330

72.6239
0.8089

969
04

26
JD

2075100.5

by
the

E
qs.(4)

50.3013
19.1365856

0.0438437
93.8913

73.2938
0.7899

by
the

E
qs.(2),(3)

50.3013
19.1365855

0.0438437
93.8913

73.2938
0.7899

by
the

E
qs.(1)

50.3013
19.1365857

0.0438437
93.8914

73.2938
0.7899

2969
08

24
JD

2805700.5

by
the

E
qs.(4)

332.0219
19.1286124

0.0463700
102.2850

74.6454
0.7578

by
the

E
qs.(2),(3)

332.0218
19.1286122

0.0463700
102.2850

74.6454
0.7578

by
the

E
qs.(1)

332.0219
19.1286126

0.0463700
102.2850

74.6454
0.7578

3969
10

21
JD

3171000.5

by
the

E
qs.(4)

302.5293
19.2618769

0.0452229
96.3033

75.6454
0.7407

by
the

E
qs.(2),(3)

302.5292
19.2618770

0.0452229
96.3034

75.6454
0.7407

by
the

E
qs.(1)

302.5293
19.2618766

0.0452229
96.3033

75.6454
0.7407
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Т
аб
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ца

20
Э

ле
м

ен
ты

ор
би

т
Н

еп
ту

на
,п

ол
уч

ен
ны

е
с
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м

ощ
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ны

х
м

ет
од
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ен
ия

[T
he

el
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𝜔
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Ω
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n

de
gr
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n
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s)
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al
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d
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)
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E
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E
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JD
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5
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e
E
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4)
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55
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24

71
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0.
00
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9
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e
E
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,(
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0.
00
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9
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73
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e
E
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1)
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.2
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71
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0.
00

79
76

9
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2.
73

89
13

1.
76

82
1.

77
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39
69

10
21

JD
31

71
00

0.
5

by
th

e
E

qs
.(

4)
23

5.
25

72
30

.0
16

04
18

0.
01

20
15

6
28

0.
79

05
13

1.
65

31
1.

77
36

by
th

e
E

qs
.(

2)
,(

3)
23

5.
25

71
30

.0
16

04
16

0.
01

20
15

6
28

0.
79

06
13

1.
65

31
1.

77
36

by
th

e
E

qs
.(

1)
23

5.
25

73
30

.0
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04
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0.
01

20
15

6
28

0.
79

05
13

1.
65

31
1.

77
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Т
аблица

21
Э

лем
енты

орбит
П

лутона,полученны
е

с
пом

ощ
ью

различны
х

м
етодов

вы
числения

[T
he

elem
ents

of
the

orbits
of

the
P

luto
obtained

using
various

calculation
m

ethods]

C
urrent

date
D

ata
sources

𝑀
(in

degrees)
𝑎

(in
au)

𝑒
𝜔

(in
degrees)

Ω
(in

degrees)
𝑖

(in
degrees)

(calculated
by)

−
31

03
07

JD
1709800.5

by
the

E
qs.(4)

300.4961
39.2452027

0.2467257
114.5391

110.5062
17.1696

by
the

E
qs.(2),(3)

300.4961
39.2452034

0.2467257
114.5391

110.5062
17.1696

by
the

E
qs.(1)

300.4961
39.2452021

0.2467257
114.5391

110.5062
17.1696

969
04

26
JD

2075100.5

by
the

E
qs.(4)

317.4043
39.4957303

0.2469954
113.2307

110.3002
17.1190

by
the

E
qs.(2),(3)

317.4043
39.4957298

0.2469954
113.2307

110.3002
17.1190

by
the

E
qs.(1)

317.4043
39.4957305

0.2469955
113.2307

110.3002
17.1190

2969
08

24
JD

2805700.5

by
the

E
qs.(4)

341.2172
39.5085346

0.2500633
114.2570

110.3268
17.1474

by
the

E
qs.(2),(3)

341.2172
39.5085338

0.2500633
114.2570

110.3268
17.1474

by
the

E
qs.(1)

341.2172
39.5085349

0.2500633
114.2570

110.3268
17.1474

3969
10

21
JD

3171000.5

by
the

E
qs.(4)

350.7798
30.3101881

0.2452006
113.9625

110.0744
17.1527

by
the

E
qs.(2),(3)

350.7798
30.3101892

0.2452006
113.9625

110.0744
17.1527

by
the

E
qs.(1)

350.7798
30.3101870

0.2452005
113.9625

110.0744
17.1527
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Несмотря на ограниченные возможности применения дифференциальных
уравнений движения (1) и (2) к вышеуказанным объектам, данные уравне-
ния применимы к исследованию эволюции орбит внешних планет Юпитер–
Плутон на интервале времени 4 000 лет. В табл. 17–21 представлены элементы
орбитЮпитера–Плутона на интервале времени с 7 марта 31 г. до н.э. по 21 ок-
тября 3969 г. н.э. Как показывают результаты вычислений (см. табл. 17–21),
для исследования эволюции орбит данных объектов на интервале времени
порядка 1 000 лет можно использовать наряду с уравнениями (4) уравне-
ния (1) и (2).

В отличие от ньютоновых и релятивистских уравнений, решение уравне-
ний (4) позволяет получить координаты больших планет и Луны на интер-
вале 600 лет (1600–2200 гг.), полностью согласованные с наблюдениями без
привлечения дополнительных уравнений.

В заключение следует отметить, что дифференциальные уравнения (4)
свободны от недостатков, свойственных уравнениям (2), т.к. их использова-
ние для решения рассмотренных ранее задач приводит к сокращению рабо-
чего времени программы численного интегрирования и повышению точности
конечных результатов более чем на порядок. Кроме того, они могут быть эф-
фективно использованы для исследования эволюции орбит больших планет
и Луны на длительных интервалах времени порядка 1 000 и более лет.
Конкурирующие интересы. Заявляем, что в отношении авторства и публикации
этой статьи конфликта интересов не имеем.
Авторский вклад и ответственность. Все авторы принимали участие в разра-
ботке концепции статьи и в написании рукописи. Авторы несут полную ответствен-
ность за предоставление окончательной рукописи в печать. Окончательная версия
рукописи была одобрена всеми авторами.
Финансирование. Исследование выполнялось без финансирования.
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Abstract

In this paper, we study the accuracy of solving various differential equa-
tions describing the motion of large planets, the Moon and Sun. On the
time interval from 31 years BC to 3969 AD, the numerical integration of
Newtonian, relativistic differential equations, and equations obtained on the
basis of the interaction of the surrounding space with moving material bod-
ies was carried out. The range of applicability of the considered differential
equations for the investigated objects is revealed. By comparing of the co-
ordinates of the Moon, found by solving various differential equations and
the DE405 data bank, it is shown that the greatest accuracy in the elements
of the orbits of large planets is achieved by solving differential equations ob-
tained on the basis of the interaction of the surrounding space with moving
material bodies. The solution of relativistic equations provides high accu-
racy of the orbit elements for Mercury and the outer planets throughout
the integration interval. However, for the remaining inner planets and the
Moon, the accuracy of the orbital elements obtained by solving relativis-
tic equations is comparable to the accuracy obtained by solving Newton
equations. It is believed that the use of the harmonic coordinate system is
justified only for Mercury from the point of view of the velocity of the secular
longitude displacement of its perihelion, but for other internal planets (the
Venus, Earth & Moon, and Mars) the velocities of secular displacements of
the longitude of the perihelion’s are overstated. It is shown that the solu-
tion of differential equations obtained on the basis of the interaction of the
surrounding space with moving material bodies ensures a high accuracy of
obtaining orbital elements for all objects under consideration on the time
interval under study.
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