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Аннотация
Исследована корректность по Адамару постановки задачи типа Гур-

са для гиперболического уравнения третьего порядка с некратными ха-
рактеристиками. Приведен пример, иллюстрирующий некорректность
классической постановки задачи Гурса для гиперболического уравнения
третьего порядка. В явном виде получено регулярное решение задачи
типа Гурса для гиперболического уравнения третьего порядка с некрат-
ными характеристиками.

Исследована корректность по Адамару постановки задачи типа Гур-
са для одной системы дифференциальных гиперболических уравнений
третьего порядка. Регулярное решение задачи типа Гурса для системы
гиперболических уравнений третьего порядка получено в явном виде.

В результате исследований сформулированы теоремы о корректно-
сти по Адамару постановки задачи типа Гурса для гиперболического
уравнения и для одной системы гиперболических уравнений третьего
порядка.
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Задача типа Гурса для гиперболического уравнения . . .

Введение. Известно, что в некоторых случаях решение начально-крае-
вых задач для дифференциальных гиперболических уравнений от двух неза-
висимых переменных с некратными характеристиками может быть построено
без вспомогательных функций (функций Римана, Римана—Адамара). Так,
решение краевых задач для гиперболических уравнений третьего порядка
с некратными характеристиками может быть получено методом общих реше-
ний [1]. В этом случае естественным образом возникает вопрос о корректности
постановки по Адамару [2] краевой задачи для гиперболических уравнений
и систем уравнений гиперболического типа от двух независимых переменных
с некратными характеристиками.

Корректность постановки начально-краевых задач для гиперболических
уравнений и систем уравнений гиперболического типа с двумя независимыми
переменными порядка выше второго является темой исследования многих
отечественных и зарубежных ученых [3–9].

В настоящей работе приведен пример, иллюстрирующий некорректность
классической постановки задачи Гурса в плоскости независимых переменных

{(𝑥, 𝑦) : 𝑥 ∈ R, 𝑦 ∈ R} (1)

для гиперболического уравнения третьего порядка [10]. Кроме того, сформу-
лированы и исследованы на корректность по Адамару задачи типа Гурса для
гиперболического уравнения третьего порядка и системы дифференциальных
уравнений гиперболического типа третьего порядка, не содержащих произ-
водных порядка ниже третьего, в плоскости независимых переменных (1).

Предварительные сведения. Рассмотрим в плоскости независимых пе-
ременных (1) гиперболическое уравнение третьего порядка, не содержащее
производных порядка ниже третьего:

𝑢𝑥𝑥𝑦 + 𝑢𝑥𝑦𝑦 = 0. (2)

Прямые 𝑥 = 𝐶1, 𝑦 = 𝐶2, 𝑦 = 𝑥+𝐶3, где 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3 —произвольные константы
из R, являются характеристиками уравнения (2)[11].

Общее решение уравнения (2) из класса трижды непрерывно дифферен-
цируемых функций 𝐶3(R × R) представляется в виде суммы любых трех
функций 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3 ∈ 𝐶3(R):

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑓1(𝑥) + 𝑓2(𝑦) + 𝑓3(𝑥− 𝑦).

Однородное уравнение (2), удовлетворяющее однородным условиям на ха-
рактеристиках:

𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢(0, 𝑦) = 0, 𝑢(𝑥, 𝑥) = 0, 𝑥, 𝑦 ∈ R, (3)

имеет нетривиальное решение

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑓3(𝑥− 𝑦) − 𝑓3(𝑥) − 𝑓3(𝑦), (4)

где 𝑓3 ∈ 𝐶3(R) —любая нечетная функция.
Следовательно, нетривиальное решение (4) уравнения (2) удовлетворяет

однородным граничным условиям (3) на трех характеристиках из различных
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семейств. В приведенной постановке задача Гурса является некорректной по
Адамару.

Таким образом, приведен пример, иллюстрирующий некорректность клас-
сической постановки задачи Гурса в плоскости независимых переменных (1)
для гиперболического уравнения третьего порядка.

Введем следующие обозначения. Пусть

𝐼𝜉 = [𝜉1, 𝜉2], 𝜉 =
𝜉1 + 𝜉2

2
.

Отрезок 𝐼𝜉 имеет центральную симметрию: ∀𝑥 ∈ 𝐼𝜉, 2𝜉 − 𝑥 ∈ 𝐼𝜉.
Если 𝑥 ∈ 𝐼𝜉, то для любой функции 𝑓(𝑥) справедливо

𝑓 𝜉, od(𝑥) =
𝑓(𝑥) − 𝑓(2𝜉 − 𝑥)

2
, 𝑓 𝜉, ev(𝑥) =

𝑓(𝑥) + 𝑓(2𝜉 − 𝑥)

2
,

𝑓(𝑥) = 𝑓 𝜉, od(𝑥) + 𝑓 𝜉, ev(𝑥).

Здесь и далее при 𝜉 = 0 через 𝑓od(𝑥) и 𝑓 ev(𝑥) будем обозначать нечетную
и четную части функции 𝑓(𝑥) соответственно.

Задача типа Гурса для строго гиперболического уравнения тре-
тьего порядка. В плоскости независимых переменных (1) рассмотрим диф-
ференциальное уравнение третьего порядка

𝑢𝑥𝑥𝑦 + 𝜆𝑢𝑥𝑦𝑦 = 0, 𝜆 = const, 𝜆 ̸= 0. (5)

Уравнение (5) является строго гиперболическим по Петровскому [12] и
имеет три различные характеристики 𝑥 = 𝐶1, 𝑦 = 𝐶2, 𝜆𝑥 − 𝑦 = 𝐶3, где 𝐶1,
𝐶2, 𝐶3 —произвольные константы из R.

Общее решение уравнения (5) имеет следующий вид:

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑓1(𝑥) + 𝑓2(𝑦) + 𝑓3(𝜆𝑥− 𝑦).

Характеристическая задача типа Гурса. Найти регулярное решение
𝑢 (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶3(R × R) уравнения (5) в плоскости независимых переменных
(1), удовлетворяющее условиям

𝑢(𝑥, 0) = 𝛼(𝑥), 𝑢(0, 𝑦) = 𝛽(𝑦), 𝑢(𝑥, 𝜆𝑥) = 𝛾(𝑥), 𝑥, 𝑦 ∈ R, (6)

где 𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈ 𝐶3(R).
Регулярным в плоскости (1) решением [10,13] задачи (5), (6) будем назы-

вать функцию 𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶3(R×R), имеющую в плоскости (1) все непрерывные
частные производные, входящие в уравнение (5), и удовлетворяющую урав-
нению (5) и условиям задачи (6) в обычном смысле.

Теорема 1. Если 𝛾od(𝑥) = 𝛼od(𝑥) + 𝛽od(𝜆𝑥), где 𝛼od(𝑥), 𝛽od(𝑥), 𝛾od(𝑥) —
нечетные части функций 𝛼(𝑥), 𝛽(𝑥), 𝛾(𝑥), 𝑥 ∈ R соответственно, то задача
(5), (6) корректна по Адамару.

Докажем существование корректного по Адамару решения задачи (5), (6)
в плоскости (1) конструктивным путем.
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Определим функции 𝑓1, 𝑓2 и 𝑓3 так, чтобы они удовлетворяли условиям
задачи типа Гурса (5):

𝑓1(𝑥) = 𝛼(𝑥) − 𝑓3(𝜆𝑥) − 𝑓2(0),

𝑓2(𝑥) = 𝛽(𝑥) − 𝑓3(−𝑥) − 𝑓1(0), (7)
𝑓3(𝜆𝑥) + 𝑓3(−𝜆𝑥) = 𝛼(𝑥) + 𝛽(𝜆𝑥) − 𝛾(𝑥) + 2𝑓3(0).

Справедливо следующее равенство:

𝑓3(−𝜆𝑥) + 𝑓3(𝜆𝑥) = 𝛼(−𝑥) + 𝛽(−𝜆𝑥) − 𝛾(−𝑥) + 2𝑓3(0). (8)

Из равенств (7), (8) следует, что

𝑓3(𝜆𝑥) =
1

2

[︀
𝛼ev(𝑥) + 𝛽ev(𝜆𝑥) − 𝛾ev(𝑥) + 2𝑓3(0)

]︀
.

Таким образом,

𝑓3(𝑥) =
1

2

[︁
𝛼ev

(︁𝑥
𝜆

)︁
+ 𝛽ev(𝑥) − 𝛾ev

(︁𝑥
𝜆

)︁
+ 2𝑓3(0)

]︁
.

При этом функции 𝛼(𝑥), 𝛽(𝑥), 𝛾(𝑥) удовлетворяют соотношению

𝛾od(𝑥) = 𝛼od(𝑥) + 𝛽od(𝜆𝑥). (9)

Регулярным решением задачи (5), (6) в плоскости (1) является функция

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝛼(𝑥) + 𝛽(𝑦) − 𝛼(0) +
1

2

[︁
𝛼ev

(︁
𝑥− 𝑦

𝜆

)︁
− 𝛼ev(𝑥) − 𝛼ev

(︁𝑦
𝜆

)︁]︁
+

+
1

2

[︁
𝛽ev(𝜆𝑥− 𝑦) − 𝛽ev(𝜆𝑥) − 𝛽ev(𝑦)

]︁
−

− 1

2

[︁
𝛾ev

(︁
𝑥− 𝑦

𝜆

)︁
− 𝛾ev(𝑥) − 𝛾ev

(︁𝑦
𝜆

)︁]︁
.

Регулярное решение 𝑢(𝑥, 𝑦) задачи (5), (6) получено в явном виде с учетом
условия согласования

𝛼(0) = 𝑓1(0) + 𝑓2(0) + 𝑓3(0).

Отметим, что в задаче типа Гурса с условиями (6) для уравнения (5)
выбор характеристики, на которой задается видоизмененное условие (9), не
является существенным.

Задача типа Гурса для одной системы гиперболических уравне-
ний третьего порядка. Определенный интерес представляет исследование
корректности постановки характеристической задачи для систем уравнений
гиперболического типа порядка выше второго.

Рассмотрим систему гиперболических уравнений третьего порядка, име-
ющую две кратные характеристики и две некратные:

𝑈𝑥𝑥𝑦 + 𝐿𝑈𝑥𝑦𝑦 = 0, (10)
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где 𝑥 ∈ R, 𝑦 ∈ R, 𝑈(𝑥, 𝑦) = (𝑢1(𝑥, 𝑦), 𝑢2(𝑥, 𝑦))⊤ —двумерная вектор-функция,
𝐿—постоянная матрица второго порядка с различными действительными
собственными значениями 𝜆1, 𝜆2 ̸= 0.

Так как матрица 𝐿 имеет различные ненулевые собственные значения,
существует такая квадратная матрица 𝑇 второго порядка, которая приводит
исходную матрицу 𝐿 к ее диагональной форме:

𝑇−1𝐿𝑇 = Λ𝐿,

где

Λ𝐿 =

(︂
𝜆1 0
0 𝜆2

)︂
.

Таким образом, система (10) эквивалентна системе

𝑈𝑥𝑥𝑦 + Λ𝐿𝑈𝑥𝑦𝑦 = 0, (11)

которая распадается на уравнения:{︂
𝑢1𝑥𝑥𝑦 + 𝜆1𝑢1𝑥𝑦𝑦 = 0,
𝑢2𝑥𝑥𝑥 + 𝜆2𝑢2𝑥𝑦𝑦 = 0.

Система (11) имеет кратные характеристики 𝑥 = 0, 𝑦 = 0 и некратные—
𝑦 − 𝜆1𝑥 = 0, 𝑦 − 𝜆2𝑥 = 0.

Характеристическая задача типа Гурса для системы (10). Найти ре-
гулярное решение 𝑈(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶3(R × R) системы уравнений (10), удовлетво-
ряющее условиям

𝑈(𝑥, 0) = 𝐴(𝑥), 𝑈(0, 𝑦) = 𝐵(𝑦),

𝑙𝑖𝑈(𝑥, 𝑦)|𝑦=𝜆𝑖𝑥 = 𝐶(𝑥), 𝑖 = 1, 2,
(12)

где 𝐴(𝑥) = (𝛼1(𝑥), 𝛼2(𝑥))⊤, 𝐵(𝑦) = (𝛽1(𝑦), 𝛽2(𝑦))⊤, 𝐶(𝑥) = (𝛾1(𝑥), 𝛾2(𝑥))⊤;
𝛼𝑖(𝑥), 𝛽𝑖(𝑦), 𝛾𝑖(𝑥) ∈ 𝐶3(R); 𝑙𝑖 — собственные векторы матрицы 𝐿, соответ-
ствующие собственным значениям 𝜆𝑖, 𝑖 = 1, 2.

Справедлива следующая
Теорема 2. Если функции 𝛼𝑖(𝑥), 𝛽𝑖(𝑥), 𝛾𝑖(𝑥) таковы, что удовлетворяют

условиям
𝛾od𝑖 (𝑥) = 𝛼od

𝑖 (𝑥) + 𝛽od
𝑖 (𝜆𝑖𝑥),

где 𝛼od
𝑖 (𝑥), 𝛽od

𝑖 (𝑥), 𝛾od𝑖 (𝑥) — нечетные части функций 𝛼𝑖(𝑥), 𝛽𝑖(𝑥), 𝛾𝑖(𝑥),
𝑥 ∈ R, 𝑖 = 1, 2, то задача (10), (12) корректна по Адамару.

Каждое уравнение системы (11) имеет некратные характеристики.
Учитывая приведенные выше исследования, получим, что вектор-функ-

ция 𝑈(𝑥, 𝑦) = (𝑢1(𝑥, 𝑦), 𝑢2(𝑥, 𝑦))⊤, являющаяся регулярным решением рас-
сматриваемой задачи с условиями (12), имеет вид

𝑢1(𝑥, 𝑦) = 𝛼1(𝑥) + 𝛽1(𝑦) − 𝛼1(0)+

+
1

2

[︁
𝛼ev
1

(︁
𝑥− 𝑦

𝜆

)︁
− 𝛼ev

1 (𝑥) − 𝛼ev
1

(︁𝑦
𝜆

)︁]︁
+
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+
1

2

[︁
𝛽𝑒𝑣
1 (𝜆𝑥− 𝑦) − 𝛽𝑒𝑣

1 (𝜆𝑥) − 𝛽𝑒𝑣
1 (𝑦)

]︁
−

− 1

2

[︁
𝛾ev1

(︁
𝑥− 𝑦

𝜆

)︁
− 𝛾ev1 (𝑥) − 𝛾ev1

(︁𝑦
𝜆

)︁]︁
, (13)

𝑢2(𝑥, 𝑦) = 𝛼2(𝑥) + 𝛽2(𝑦) − 𝛼2(0)+

+
1

2

[︁
𝛼ev
2

(︁
𝑥− 𝑦

𝜆

)︁
− 𝛼ev

2 (𝑥) − 𝛼ev
2

(︁𝑦
𝜆

)︁]︁
+

+
1

2

[︁
𝛽ev
2 (𝜆𝑥− 𝑦) − 𝛽ev

2 (𝜆𝑥) − 𝛽ev
2 (𝑦)

]︁
−

− 1

2

[︁
𝛾ev2

(︁
𝑥− 𝑦

𝜆

)︁
− 𝛾ev2 (𝑥) − 𝛾ev2

(︁𝑦
𝜆

)︁]︁
. (14)

Таким образом, существование регулярного решения задачи (10), (12) до-
казано конструктивно. При этом решение задачи типа Гурса с условиями (12)
получено в явном виде (13), (14).
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The Goursat-type problem for a hyperbolic equation
and system of third order hyperbolic equations
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Abstract

In the first part of this study, the well-posed Goursat-type problem is
considered for the hyperbolic differential equation of the third order with
non-multiple characteristics. The example illustrating the non-well-posed
Goursat-type problem for the hyperbolic differential equation of the third
order is discussed. The regular solution of the Goursat-type problem for
the hyperbolic differential equation of the third order with the non-multiple
characteristics is obtained in an explicit form.

In the second part, the well-posed Goursat-type problem is considered
for a system of the hyperbolic differential equations of the third order. The
regular solution of the Goursat-type problem for this system is also obtained
in an explicit form.

The theorems for the Hadamard’s well-posedness of Goursat-type prob-
lem for the hyperbolic differential equation and for a system of the hyperbolic
differential equations is formulated as the result of the research.

Keywords: third order hyperbolic equation, non-multiple characteristics,
Goursat-type problem, hyperbolic system of third order differential equa-
tions, Hadamard correctness.
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