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Рассмотрена задача граничного управления для системы гиперболических урав-
нений, содержащей смешанную производную. Управление осуществляется сме-
щением, то есть в условиях первой краевой задачи. Рассмотрены различные ва-
рианты структуры матриц, входящих в систему уравнений. Существенным
условием является их коммутативность. В случае, когда матрицы нельзя од-
новременно привести к диагональному виду, решения необходимых задач для
уравнений системы представлены с помощью специальных дифференциальных
операторов.
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Решение задачи управления для системы уравнений, содержащей сме-
шанную производную. Задачи граничного управления для гиперболических
уравнений и систем представляют интерес как с теоретической, так и с прак-
тической точки зрения (в теории краевых задач, см. [1]), поскольку возника-
ют при управлении колебаниями различного типа [2]. Рассмотренная далее
система уравнений представляет обобщение на матричный случай уравнения
utt +2buxt + cuxx = 0 (b2 − c > 0), описывающего малые колебания движуще-
гося гибкого стержня [3,4]. Задачи управления для уравнений с матричными
коэффициентами исследовались в работах [5, 6].

Рассмотрим систему уравнений второго порядка

utt + 2Buxt + Cuxx = 0, (1)

где B, C — постоянные коммутирующие матрицы размерности n, u(x, t)— n-
мерная вектор-функция.

Для системы (1) в прямоугольнике Q = [0, l] × [0, T ] поставим задачу
управления с начальными условиями

u(x,0) = ϕ0(x), ut(x,0) = ψ0(x), 0 6 x 6 l (2)

и финальными условиями

u(x, T ) = ϕ1(x), ut(x, T ) = ψ1(x), 0 6 x 6 l. (3)

Требуется построить функции граничного управления

µ(t) = u(0, t), ν(t) = u(l, t), 0 6 t 6 T.
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Здесь ϕ0(x), ψ0(x), ϕ1(x), ψ1(x), µ(t), ν(t)— вектор-функции размерности n.
Введём матрицу S, detS 6= 0. В системе (1) сделаем замену u = Sw, затем

умножим её слева на S−1:

wtt + 2B̃wxt + C̃wxx = 0, (4)

B̃ = S−1BS, C̃ = S−1CS, B̃C̃ = C̃B̃.

Соответствующую замену сделаем в начальных, финальных условиях и в
искомых граничных управлениях:

w(x,0) = S−1ϕ0(x) = ϕ̃0(x), wt(x,0) = S−1ψ0(x) = ψ̃0(x), 0 6 x 6 l,

w(x, T ) = S−1ϕ1(x) = ϕ̃1(x), wt(x, T ) = S−1ψ1(x) = ψ̃1(x), 0 6 x 6 l,

µ̃(t) = w(0, t) = S−1µ(t), ν̃(t) = w(l, t) = S−1ν(t), 0 6 t 6 T.

Пусть JB , JC — нормальные жордановы формы матриц B и C. Выделим
в нормальной жордановой форме матрицы B различные блоки:

1) собственные значения кратности 1;
2) собственные значения, у которых алгебраическая кратность равна гео-

метрической кратности (> 1) [7];
3) собственные значения, каждому из которых соответствует только одна

жорданова клетка (размерности > 1);
4) собственные значения, каждому из которых соответствуют несколько

жордановых клеток (хотя бы одна из которых размерности > 1).
Исходную систему (1) можно разделить на независимые подсистемы, со-

ответствующие данным блокам. Для этого в замене u = Sw нужно считать S
невырожденной матрицей, приводящей B к нормальной жордановой форме,
содержащей блоки вида 1–4. При этом блоки матрицы S−1CS будут соот-
ветствовать блокам JB [7] ввиду их коммутативности. Это позволяет решать
отдельные системы уравнений. Поэтому далее будем рассматривать матрицу
B одного из четырёх описанных видов.

1. Случай различных собственных значений матрицы B. Предположим,
что все собственные значения матрицы B различны, то есть матрица B про-
стая. Поскольку B и C коммутативны, C также является простой [8] (при
этом ее собственные значения не обязательно различные). Тогда матрицы B
и C можно привести к диагональному виду одним преобразованием подобия,

то есть S−1BS = B̃ = JB , S−1CS = C̃ = JC , где

JB =




b1 0 . . . 0
0 b2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . bn


 , JC =




c1 0 . . . 0
0 c2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . cn


 .

Здесь bk — собственные значения матрицы B, ck — собственные значения
матрицы C, k = 1, 2, . . . , n, и bi 6= bj, i 6= j. В этом случае преобразованная
система (4) распадается на n отдельных уравнений вида

(wk)tt + 2bk(wk)xx + ck(wk)xx = 0, (5)

25



А. А. А н д р е е в, Е. А. К о з л о в а, С. В. Л е к с и н а

каждому из которых соответствуют начальные условия, финальные условия
и искомые управления:

wk(x,0) = ϕ̃0
k(x), (wk)t(x,0) = ψ̃0

k(x), 0 6 x 6 l, (6)

wk(x, T ) = ϕ̃1
k(x), (wk)t(x, T ) = ψ̃1

k(x), 0 6 x 6 l, (7)

µ̃k(t) = wk(0, t), ν̃k(t) = wk(l, t), 0 6 t 6 T.

Потребуем, чтобы для любого k = 1, 2, . . . , n выполнялось условие b2k > ck.
Тогда каждое из уравнений (5) является гиперболическим [9]. Характеристи-
ками уравнения (5) являются линии x+ pkt = C1, x+ qkt = C2, где pk = bk −

−
√

(bk)2 − ck, qk = bk +
√

(bk)2 − ck.
Решение задачи управления (5), (6), (7) было построено в работах [10,11].

Для различных соотношений между p и q при различных T были найде-
ны условия, при которых управление возможно, и приведён вид полученных
управляющих функций µ(t), ν(t). Зная все компоненты вектор-функций µ̃(t),
ν̃(t), после обратной замены найдём µ(t) = Sµ̃(t), ν(t) = Sν̃(t).

2. Матрица B вида bE. Если предположить, что все собственные зна-
чения bk, k = 1, 2, . . . , n, равны между собой (bk = b) и им соответствует
полный набор собственных векторов, то матрица B = bE и коммутирует с
любой матрицей C. Поэтому выберем S как преобразование, приводящее C
к нормальной жордановой форме JC . Если при этом C окажется матрицей
простой структуры, то случай сведется к предыдущему — обе матрицы B и
C приводимы одним преобразованием к диагональному виду.

Далее рассмотрим случай, когда JC — жорданова клетка порядка n (если
JC имеет более сложную структуру, её следует разделить на блоки), поэтому
ck = c, pk = p, qk = q для k = 1, 2, . . . , n:

JB = B = bE, JC =




c 0 . . . 0
1 c . . . 0
...

. . .
. . .

...
0 . . . 1 c


 .

Рассматриваемая система уравнений примет вид




(w1)tt + 2b(w1)xt + c(w1)xx = 0,
(w2)tt + 2b(w2)xt + c(w2)xx = −(w1)xx,

...
(wn)tt + 2b(wn)xt + c(wn)xx = −(wn−1)xx.

Каждое уравнение этой системы (начиная со второго) является неоднород-
ным. Его правая часть зависит от функции wk−1 из предыдущего шага.

Для более удобного представления решений рассматриваемой системы
воспользуемся дифференциальным оператором следующего типа [12]:

δcf =
1

q − p

(
∂f

∂p
−
∂f

∂q

)
, δ0cf ≡ f.

Тогда решения задач для уравнений рассматриваемой системы можно выра-
зить через решения задач для первого (однородного) уравнения, полученные
в [10, 11]:
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w1 = f1,
w2 = f2 + δcf1,

...

wn =
∑n

j=1
δ
n−j
c fj.

Соответственно, граничные управления µ̃k(t), ν̃k(t) можно выписать в виде





µ̃1 = f1(0, t),
µ̃2 = f2(0, t) + δcf1(0, t),

...

µ̃n =
∑n

j=1
δ
n−j
c fj(0, t),





ν̃1 = f1(l, t),
ν̃2 = f2(l, t) + δcf1(l, t),

...

ν̃n =
∑n

j=1
δ
n−j
c fj(l, t).

Обратный переход к функциям µ(t), ν(t) осуществляется аналогично преды-
дущему случаю.

3. Жорданова клетка порядка n. Если жорданова нормальная форма мат-
рицы B — жорданова клетка порядка n, воспользуемся тем, что общий вид

коммутирующей с JB матрицы C̃ известен [7]:

JB =




b 0 . . . 0
1 b . . . 0
...

. . .
. . .

...
0 . . . 1 b


 , C̃ =




c 0 . . . 0
c2 c . . . 0
...

. . .
. . .

...
cn . . . c2 c


 .

В общем случае две рассматриваемые матрицы не приводятся одним преоб-
разованием к диагональному или двухдиагональному виду. Система имеет
вид





(w1)tt + 2b(w1)xt + c(w1)xx = 0,
(w1)tt + 2b(w1)xt + c(w1)xx = −2(w1)xt − c2(w1)xx,

...

(wn)tt + 2b(wn)xt + c(wn)xx = −2(wn−1)xt −
∑n−1

j=1
cn−j+1(wj)xx.

Видно, что уравнения снова получились неоднородными. Воспользуемся диф-
ференциальным оператором, действующим по правилу

δbf = −
2

q − p

(
p
∂f

∂p
− q

∂f

∂q

)
,

и получим представление решений необходимых задач для приведенной выше
системы 




w1 = f1,
w2 = f2 + δbw1 + c2δcw1,

...

wn = fn + δbwn−1 +
∑n−1

j=1
cn−j+1δcwj .
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То есть





µ̃1 = f1(0, t),
µ̃2 = f2(0, t) + δbw1(0, t) + c2δcw1(0, t),

...
µ̃n = fn(0, t) + δbwn−1(0, t) +

∑n
j=1

cn−j+1δcwj(0, t),




ν̃1 = f1(l, t),
ν̃2 = f2(l, t) + δbw1(l, t) + c2δcw1(l, t),

...
ν̃n = fn(l, t) + δbwn−1(l, t) +

∑n
j=1

cn−j+1δcwj(l, t).

Обратный переход, как и ранее, осуществляется по формулам µ(t) = Sµ̃,
ν(t) = Sν̃.

4. Матрица B, включающая несколько жордановых клеток (хотя бы од-
на порядка больше 1) для одного собственного значения. Предположим, что
матрица B состоит из нескольких жордановых клеток (соответствующих од-
ному и тому же собственному значению b), хотя бы одна из которых имеет
размерность больше 1. В этом случае две коммутативные матрицы B и C
не всегда можно привести к жордановой нормальной форме с помощью од-
ного преобразованием подобия, однако их можно одновременно привести к
треугольному виду преобразованием с унитарной матрицей [13]. Пусть S1
(detS1 6= 0) — матрица перехода:

S−1

1
BS1 = B̃, S−1

1
CS1 = C̃,

B̃ =




b 0 . . . 0
b21 b . . . 0
...

. . .
. . .

...
bn,1 . . . bn,n−1 b


 , C̃ =




c11 0 . . . 0
c21 c22 . . . 0
...

. . .
. . .

...
cn,1 . . . cn,n−1 cnn


 .

Рассматриваемая система уравнений при этом примет вид





(w1)tt + 2b(w1)xt + c11(w1)xx = 0,
(w2)tt + 2b(w2)xt + c22(w2)xx = −b21(w1)xt − c21(w1)xx,

...

(wn)tt + 2b(wn)xt + cnn(wn)xx = −
∑n−1

j=1
bnj(wj)xt −

∑n−1

j=1
cnj(wj)xx.

Уравнения системы (начиная со второго) являются, вообще говоря, неодно-
родными. Их правая часть зависит от решений предыдущих уравнений. По-
этому в данном случае следует последовательно решать необходимые зада-
чи для каждого из уравнений и подставлять полученные решения в правую
часть следующих уравнений. При этом необходимо следить за областями, в
которых строятся решения, поскольку характеристики уравнений системы
могут различаться.

Таким образом, для коммутативных матриц B, C построено решение за-
дачи управления (1)–(3). В работе использованы результаты исследований
В. А. Ильина и Е. И. Моисеева [14, 15].
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The boundary control problem for the system of hyperbolic equations with the mixed
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