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Для нагруженного дифференциального уравнения смешанного эллиптико-гипер-
болического типа второго порядка в прямоугольной области рассмотрена первая
граничная задача. Ранее были изучены локальные и нелокальные задачи для на-
груженных дифференциальных уравнений в частных производных отдельных и
смешанных типов в области, у которых гиперболическая часть представляет
собой характеристический треугольник. В данной работе в отличие от извест-
ных работ методом спектрального анализа найдены необходимые и достаточ-
ные условия единственности решения поставленной задачи.

Ключевые слова: нагруженное уравнение смешанного типа, задача Дирихле,
спектральный метод, критерий единственности.

Введение. Рассмотрим нагруженное уравнение смешанного типа

Lu = uxx + (sgn t) utt + a(t)u(x, 0) + b(t)u(x, d) = 0 (1)

в прямоугольной области D = {(x, t) : 0 < x < 1,−α < t < β}, где α, β — за-
данные положительные действительные числа, a(t) = a1(t) при t > 0, a(t) =
= a2(t) при t 6 0, b(t) = b1(t) при t > 0, b(t) = b2(t) при t 6 0, d = d1, при
t > 0, d1 ∈ (0, β), d = −d2 при t < 0, d2 ∈ (0, α), d1 и d2 — заданные поло-
жительные числа из указанных промежутков, ai(t), bi(t), i = 1, 2, — заданные
непрерывные функции. Числа a1 (0) и a2 (0) и соответственно b1 (0) и b2 (0)
здесь не связаны никакими условиями.

Задача Дирихле. Найти в области D функцию u(x, t), удовлетворяю-
щую следующим условиям:

u (x, t) ∈ C1
(
D

)
∩ C2 (D+ ∪D−) ; (2)

Lu(x, t) ≡ 0, (x, t) ∈ D+ ∪D−;

u (0, t) = u(1, t) = 0, −α 6 t 6 β; (3)

u (x, β) = ϕ(x), u(x, −α) = ψ(x), 0 6 x 6 1, (4)

где ϕ(x), ψ (x)— заданные достаточно гладкие функции, при этом ϕ (0) =
= ϕ (1) = ψ (0) = ψ (1) = 0, D+ = D ∩ {y > 0} , D− = D ∩ {y < 0} .

Отметим, что в работе [1] для нагруженного параболо-гиперболического
уравнения в прямоугольной области изучена начально-граничная задача, в
которой методом спектральных разложений [2] установлен критерий един-
ственности решения этой задачи и само решение построено в виде суммы
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ряда по собственным функциям соответствующей одномерной задачи на соб-
ственные значения.

Ранее в работах [3–10] изучены краевые задачи (локальные и нелокаль-
ные) для нагруженных дифференциальных уравнений в частных производ-
ных отдельных и смешанных типов в классических областях, у которых ги-
перболическая часть представляет собой характеристический треугольник. В
работе [11] изучена задача (2)–(4) для уравнения (1) при b(t) ≡ 0 в прямо-
угольной области D.

В данной работе в соответствии с [1,2,11] установлен критерий единствен-
ности решения задачи Дирихле для уравнения смешанного типа с нагружен-
ными слагаемыми (1) при b(t) 6= 0 в прямоугольной области D.

1. Единственность. Пусть u(x, t)— решение задачи (2)–(4). Рассмотрим
функцию

uk(t) =
√
2

∫
1

0

u(x, t) sin λkxdx, (5)

где λk = πk, k ∈ N. На основании (5) введём функцию

uk,ε(t) =
√
2

∫
1−ε

ε

u(x, t) sin λkxdx, (6)

где ε— достаточно малое положительное число. Дифференцируя равенство
(6) по t два раза при t ∈ (−α, 0) ∪ (0, β) и учитывая уравнение (1), получим

u′′k,ε(t) =
√
2

∫
1−ε

ε

utt (x, t) sinλkxdx =

=
√
2

∫
1−ε

ε

[−uxx − a1(t)u (x, 0)− b1 (t) u (x, d1)] sinλkxdx =

= −
√
2

∫
1−ε

ε

uxx sinλkxdx−
√
2a1 (t)

∫
1−ε

ε

u (x, 0) sinλkxdx−

−
√
2b1 (t)

∫
1−ε

ε

u (x, d1) sinλkxdx, t > 0;

u′′k,ε(t) =
√
2

∫
1−ε

ε

utt (x, t) sinλkxdx =

=
√
2

∫
1−ε

ε

[uxx + a2(t)u (x, 0) + b2(t)u (x, −d2)] sinλkxdx =

=
√
2

∫
1−ε

ε

uxx sinλkxdx+
√
2a2 (t)

∫
1−ε

ε

u (x, 0) sinλkxdx+

+
√
2b2 (t)

∫
1−ε

ε

u (x, −d2) sinλkxdx, t < 0.

Интегрируя по частям два раза в интегралах, содержащих uxx, и переходя
к пределу при ε→ 0, с учётом однородных граничных условий (3) получим

u′′k(t)− λ2kuk(t) = −a1(t)uk (0)− b1(t)uk (d1) , t > 0, (7)

u′′k(t) + λ2kuk(t) = a2(t)uk (0) + b2(t)uk (−d2) , t < 0. (8)
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Дифференциальные уравнения (7) и (8) имеют общие решения

uk(t) =





lCk

[
eλkt − a1k(t)

λk
− M1k

λk
b1k(t)

]
+

+Dk

[
e−λkt − a1kt

λk
− M2k

λk
b1k(t)

]
, t < 0,

Ak

[
cos λkt+

a2k(t)

λk
+N1kb2k(t)

]
+

+Bk [sinλkt−N2kb2k(t)] , t > 0,

(9)

где

M1k =
λke

λkd1 − a1k (d1)

λk + b1k (d1)
, M2k =

λke
−λkd1 − a1k (d1)

λk + b1k (d1)
,

N1k =
λk cosλkd2 + a2k (−d2)

λk − b2k (−d2)
, N2k =

λk sinλkd2
λk − b2k (−d2)

,

a1k(t) =

∫ t

0

a1 (s) sh [λk (t− s)]ds, b1k(t) =

∫ t

0

b1 (s) sh [λk (t− s)]ds,

a2k(t) =

∫
0

t

a2 (s) sin [λk (s− t)]ds, b2k(t) =

∫
0

t

b2 (s) sin [λk (s− t)]ds,

Ak, Bk, Ck, Dk — произвольные постоянные, при этом выполняются условия

λk + b1k (d1) 6= 0, λk − b2k (−d2) 6= 0. (10)

Для функции (9) в силу (2) выполнены условия сопряжения

uk (0 + 0) = uk (0− 0) , u′k (0 + 0) = u′k (0− 0) . (11)

Условия (11) для функций (9) имеют место только в том случае, когда

Ck = (Ak +Bk)/2, Dk = (Ak −Bk)/2. (12)

Подставляя (12) в (9), получим

uk(t) =





Ak

[
chλkt−

a1k(t)

λk
− M̃1kb1k(t)

]
+

+Bk

[
shλkt− M̃2kb1k(t)

]
, t > 0,

Ak

[
cos λkt+

a2k(t)

λk
+N1kb2k(t)

]
+

+Bk

[
sinλkt−N2kb2k(t)

]
, t < 0,

(13)

где

M̃1k =
λk chλkd1 − a1k (d1)

λk (λk + b1k (d1))
, M̃2k =

shλkd1
λk + b1k (d1)

.

Для нахождения постоянных Ak и Bk воспользуемся условиями (4) и фор-
мулой (5):

uk (β) =
√
2

∫
1

0

u (x, β) sinλkxdx =
√
2

∫
1

0

ϕ(x) sin λkxdx = ϕk, (14)

uk (−α) =
√
2

∫
1

0

u (x,−α) sinλkxdx =
√
2

∫
1

0

ψ(x) sin λkxdx = ψk. (15)
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Тогда из (13) на основании (14) и (15) найдём

Ak =
−ψk

∆(k)

[
shλkβ − M̃2kb1k(β)

]
− ϕk

∆(k)
[sinλkα+N2kb2k (−α)] , (16)

Bk =
ψk

∆(k)

[
ch λkβ − a1k(β)

λk
− M̃1kb1k(β)

]
−

− ϕk

∆(k)

[
cos λkα+

a2k (−α)
λk

+N1kb2k (−α)
]
, (17)

при этом для всех k ∈ N имеем

∆(k) = − sinλkα
(
ch λkβ−

a1k(β)

λk
−M̃1kb1k(β)

)
−cos λkα

(
shλkβ−M̃2kb1k(β)

)
−

−
(
chλkβ − a1k(β)

λk
− M̃1kb1k(β)

)
N2kb2k(−α)+

+
(a2k (−α)

λk
+N1kb2k(−α)

)(
shλkβ − M̃2kb1k(β)

)
6= 0. (18)

Подставляя (16), (17) в (13), найдём окончательный вид функций

uk(t) =





ψkM̃2k

∆(k)
[b1k(β) ch λkt− b1k(t) ch λkβ] +

ϕk∆+ (k, t)

∆ (k)
+

+
ψkM̃1k

∆(k)
[shλkβb1k(t)− shλktb1k(β)] +

ψk

∆(k)
sh [λk (t− β)]+

+
ψk

λk∆(k)
[shλkβa1k(t)− shλkta1k(β)]−

− ψkM̃2k

λk∆(k)
[a1k(t)b1k(β) + a1k(β)b1k(t)] , t > 0,

ϕkN2k

λk∆(k)
[b2k(t) (λk cos λkα+ a2k(−α))]−

− ϕkN2k

λk∆(k)
[b2k (−α) (λk cos λkt+ a2k(t))]−

−ϕkN1k

∆(k)
[b2k(t) sin λkα+ b2k(−α) sin λkt] +

ψk∆− (k, t)

∆ (k)
−

− ϕk

λk∆(k)
[a2k(t) sin λkα+ a2k (−α) sinλkt]−

− λkϕk

λk∆(k)
sin [λk (α+ t)], t < 0.

(19)
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Здесь

∆+ (k, t) = − sinλkα
(
ch λkt−

a1k(t)

λk
− M̃1kb1k(t)

)
−

− cos λkα
(
shλkt− M̃2kb1k(t)

)
−

−
(
chλkt−

a1k(t)

λk
− M̃1kb1k(t)

)
N2kb2k(−α)+

+
(a2k (−α)

λk
+N1kb2k(−α)

)(
shλkt− M̃2kb1k(t)

)
, t > 0,

∆− (k, t) = − sinλkt
(
chλkβ − a1k(β)

λk
− M̃1kb1k(β)

)
−

− cos λkt
(
shλkβ − M̃2kb1k(β)

)
−

−
(
chλkβ − a1k(β)

λk
− M̃1kb1k(β)

)
N2kb2k(t)+

+
(a2k(t)

λk
+N1kb2k(t)

)(
shλkβ − M̃2kb1k(β)

)
, t < 0.

Таким образом, функции uk(t) однозначно определены, что позволяет до-
казать теорему единственности решения задачи (2)–(4).

Пусть u (x, t)— решение однородной задачи (2)–(4) (при ϕ(x) = ψ(x) ≡ 0)
и выполнены условия (18) при всех k ∈ N. Тогда ϕk = ψk ≡ 0 и из формул
(19) и (5) следует, что при любом t ∈ [−α, β]

∫
1

0

u (x, t) sinλkxdx = 0, k = 1, 2, . . . (20)

Из равенств (20) в силу полноты системы синусов
{√

2 sinλkx
}

в пространстве
L2 [0, 1] следует, что u (x, t) = 0 почти всюду на [0, 1] при любом y ∈ [−α, β].
Поскольку в силу (2) функция u (x, t) непрерывна в D, то u (x, t) ≡ 0 в D.

Пусть при некоторых α, β, a(t), b(t) и k = p ∈ N нарушено условие (18):

∆(p) = − sinλpα
(
chλpβ − a1p(β)

λp
− M̃1pb1p(β)

)
−

− cos λpα
(
shλpβ − M̃2pb1p(β)

)
−

−
(
chλpβ − a1p(β)

λp
− M̃1pb1p(β)

)
N2pb2p(−α)+

+

(
a2p (−α)

λp
+N1pb2p(−α)

)(
shλpβ − M̃2pb1p(β)

)
= 0. (21)

Тогда однородная задача (2)–(4) (при ϕ(x) ≡ 0, ψ(x) ≡ 0) имеет нетривиаль-
ное решение

up (x, t) = up(t) sin λpx,
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где функция up(t) определяется по формуле:

up(t) =





ApM̃2p

A (b1, d1)
[a1p(t)b1p(β)− b1p(t)a1p(β)] +

+
λpApM̃2p

A (b1, d1)
[ch λpβb1p(t)− ch λptb1p(β)] +

+
λpApM̃1p

A (b1, d1)
[shλptb1p(β)− shλpβb1p(t)] +

+
Ap

A (b1, d1)
[shλpta1p(β)− shλpβa1p(t)] +

+
λpAp

A (b1, d1)
sh [λp (β − t)], t > 0,

λpAp

A (b1, d1)

(
sinλpt

(
ch λpβ − a1p(β)

λp
− M̃1pb1p(β)

))
−

− cos λpt
(
shλpβ − M̃2pb1p(β)

)
−

−
(
ch λpβ − a1p(β)

λp
− M̃1pb1p(β)

)
N2pb2p(t)+

+
(a2p(t)

λp
+N1pb2k(t)

)
M̃2pb1p(β), t 6 0.

(22)

Здесь Ap 6= 0, Bp 6= 0— произвольные постоянные, A (b1, d1) = λp shλpβ −
− M̃2pb1p(β).

Действительно, функция (22) по построению удовлетворяет условиям (2)–
(3), а в силу условия (21) для нее выполняются равенства

up (x, β) = up (x,−α) = 0

при всех x ∈ [0, 1], так как

up(β) = 0, up (−α) =
Ap∆(p)

A (b1, d1)
= 0.

Естественно, возникает вопрос о существовании нулей выражения ∆(k).
Для этого ∆(k) представим в следующем виде:

−∆(k) = Pk sinλkα+Qk cos λkα+ Lk, (23)

где

Pk = ch λkβ − 1

λk
a1k(β)− M̃1kb1k(β), Qk = shλkβ − M̃2kb1k(β),

Lk = PkN2kb2k(−α) +
( 1

λk
a2k(−α) +N1kb2k(−α)

)
Qk.

Из соотношения (23) имеем

sin (λkα+ ϕk) = − Lk√
P 2
k
+Q2

k

, ϕk = arcsin
Qk√

P 2
k
+Q2

k

. (24)
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Отсюда при условии
|Lk|√
P 2
k
+Q2

k

6 1 (25)

уравнение (24) равносильно следующему уравнению:

α =
(−1)n+1

λk
arcsin

Lk√
P 2
k +Q2

k

+
n

k
− ϕk

λk
= f(α), n ∈ N. (26)

Если b2k(−α) = 0, то

Lk =
1

λk
a2k(−α)Qk,

и тогда

|Lk|√
P 2
k +Q2

k

6
|a2k(−α)|

λk
6
α‖a2‖
λk

, ‖a2‖ = max
−α6s60

|a2 (s) |.

Отсюда видно, что существует k0 ∈ N такое, что при всех k > k0

α‖a2‖
λk

6 1.

Следовательно, при b2k(−α) = 0 неравенство (25) при больших k всегда
выполнено.

Если b2k(−α) = 0 и a2k(−α) = 0, то Lk = 0, и из уравнения (26) получим

α =
n

k
− ϕk

λk
, n ∈ N.

Если b2(t) = b2 = const 6= 0, a2(t) = a2 = const 6= 0, то b2k(−α) =
= b2 (1− cos λkα) /λk и a2k(−α) = a2 (1− cos λkα) /λk, и тогда выражение
(23) примет вид

−∆(k) = Pk sinλkα+ Q̃k cos λkα+ L̃k, (27)

где

Q̃k = Qk −
b2
λk

(PkN2k +QkN1k)−
a2
λ2k
Qk, L̃k =

b2
λk

(PkN2k +QkN1k) +
a2Qk

λk
2
.

Далее из соотношения (27) найдём

sin (λkα+ θk) = − L̃k√
P 2
k
+ Q̃2

k

, θk = arcsin
Q̃k√

P 2
k +Q2

k

.

Отсюда при условии

|L̃k|√
P 2
k + Q̃2

k

6 1 (28)
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получим

α =
(−1)m+1

λk
arcsin

L̃k√
P 2
k + Q̃2

k

+
m

k
− θk
λk
, m ∈ N.

Поскольку L̃k является бесконечно малой величиной при k → ∞, при
больших k неравенство (28) всегда имеет место.

В общем случае при выполнении неравенства (25) для разрешимости нели-
нейного уравнения (26) относительно α достаточно потребовать, чтобы про-
изводная |f ′(α)| 6 d < 1. Последнее условие выполнено, когда ‖b2‖ и ‖a2‖
достаточно малы.

Таким образом, нами установлен следующий критерий единственности.

Теорема. Если существует решение задачи (2)–(4) и выполнены условия
(10), то оно единственно только тогда, когда условия (18) справедливы при
всех k ∈ N.
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