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Рассмотрена краевая задача в характеристическом квадрате с данными на па-
раллельных характеристиках для системы гиперболических уравнений с волно-
вым оператором и сингулярным матричным коэффициентом при младшей про-
изводной. В характеристических координатах указанная система дифференци-
альных уравнений редуцируется к системе уравнений Эйлера—Пуассона—Дар-
бу. С использованием известного решения задачи Коши с данными на линии
сингулярности матричного коэффициента задача редуцируется к системе ин-
тегральных уравнений Карлемана. На основе проведённых ранее автором данной
статьи исследований по разрешимости систем обобщённых интегральных урав-
нений Абеля в работе найдено в явном виде решение указанной краевой задачи.

Ключевые слова: дробное исчисление Римана—Лиувилля, функции от матриц,
интегро-дифференциальные операторы матричного порядка, система обобщен-
ных интегральных уравнений Абеля, интегральное уравнение Карлемана.

Обозначим через Mn — множество постоянных матриц порядка n. Пусть
Λ(G)— спектр матрицы G ∈ Mn; λi, i = 1, 2, . . . , n— собственные значения
матрицы G.

В области D = {(x, y) : 0 < x+ y < 1, 0 < x− y < 1} рассмотрим систему
уравнений

uxx − uyy −
2G

y
uy = 0, (1)

где u(x, y) =
(

u1(x, y), u2(x, y), . . . , un(x, y)
)⊤

— вектор искомых функций,
Λ(G) ∈ (0, 1/2).

Пусть D0 = D ∩ {y > 0} = {(x, y) : 0 < x + y < 1, 0 < x − y < 1, y > 0},
D1 = D ∩ {y < 0} = {(x, y) : 0 < x+ y < 1, 0 < x− y < 1, y < 0}.

Обозначим θ0
(

x/2, x/2
)

и θ1
(

(1 + x)/2, (x − 1)/2
)

— точки пересечения ха-
рактеристик x − y = 0 и x − y = 1 с характеристикой другого семейства,
выходящей из точки (x, 0).

Задача 1. Найти вектор-функцию u(x, y), удовлетворяющую следующим
свойствам:

1) u(x, y) ∈ C(D) ∩C2(D0 ∪D1),
2) u(x, y) удовлетворяет системе (1) в области D0 ∪D1,
3) u(θ0) = ϕ(x), x ∈ [0, 1],
4) u(θ1) = ψ(x), x ∈ [0, 1],
5) lim

y→0−
(−y)2G ∂u

∂y
= lim

y→0+
y2G ∂u

∂y
,
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где ϕ(x) = (ϕ1(x), ϕ2(x), . . . , ϕn(x)), ψ(x) = (ψ1(x), ψ2(x), . . . , ψn(x)), y
2G —

показательная функция матричного аргумента [1].

Нетрудно показать, что в характеристических координатах ξ = x − y и
η = x + y область D0 преобразуется в область H = {(ξ, η) : 0 < ξ < η < 1},
а система дифференциальных уравнений (1) редуцируется к системе диффе-
ренциальных уравнений Эйлера—Пуссона—Дарбу следующего вида:

uξ,η −G
uη − uξ
η − ξ

= 0. (2)

В характеристических координатах ξ = x+y и η = x−y область D1 преоб-
разуется в ту же самую область H, а система дифференциальных уравнений
(1) — в систему дифференциальных уравнений Эйлера—Пуссона—Дарбу (2).

Для решения поставленной задачи воспользуемся решением задачи Коши
с данными

u(ξ, ξ) = τ(ξ), ξ ∈ [0, 1], (3)

lim
η−ξ→0+

(η − ξ

2

)2G
(uη − uξ) = ν(ξ), ξ ∈ (0, 1), (4)

где τ , ν — заданные n-мерные вектор-функции.
Решение уравнения Эйлера—Пуссона—Дарбу в скалярном случае [2] нетруд-

но обобщить на матричный. Справедливо следующее утверждение.

Утверждение 1. Пусть спектр матрицы G принадлежит интервалу
(0, 1/2). Тогда регулярное в характеристической области H решение задачи
Коши (3), (4) может быть записано в виде

u(ξ, η) = k1(G)(η − ξ)E−2G

∫ η

ξ

[(η − t)(t− ξ)]−(E−G)τ(t)dt+

+ k2(G)2
2G−E

∫ η

ξ

[(η − t)(t− ξ)]−Gν(t)dt, (5)

где k1(G) = Γ(2G)Γ−2(G), k2(G) = Γ(E−2G)Γ−2(E−G), τ(ξ), ν(ξ) ∈ C2(0, 1),
E — единичная матрица, причём функция ν(ξ) на концах интервала (0, 1)
может иметь интегрируемые особенности.

Располагая решением задачи Коши (5) для систем уравнений (2), можно
показать, что решение системы уравнений (1) в области D0 с данными 3) и

lim
y→0+

y2G
∂u

∂y
= ν+(x),

и в области D1 — с данными 4) и

lim
y→0−

y2G
∂u

∂y
= ν−(x),

соответственно, имеют вид
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u+(x, y) = Γ−1(G)

∫ 1

0
[s(1− s)]−(E−G)(x− y + 2ys)E−G×

×DG
0,x−y+2ys(x− y + 2ys)2G−Eϕ(x− y + 2ys)ds+

+ Γ−2(E −G)Γ(E − 2G)y2G−E

∫ 1

0
[s(1− s)]−Gν+(x− y + 2ys)ds−

− Γ−1(G)Γ(E − 2G)Γ−1(E −G)22G−E×

×

∫ 1

0
[s(1− s)]−(E−G)IE−2G

0,x−y+2ysν+(x− y + 2ys)ds; (6)

u−(x, y) = −Γ−1(G)

∫ 1

0
[s(1− s)]−(E−G)(1− x+ y − 2ys)E−G×

×DG
x−y+2ys,1(1− x+ y − 2ys)2G−Eψ(x− y + 2ys)ds−

− Γ−2(E −G)Γ(E − 2G)(−y)E−2G

∫ 1

0
[s(1− s)]−Gν−(x− y + 2ys)ds+

+ Γ−1(G)Γ(E − 2G)Γ−1(E −G)22G−E×

×

∫ 1

0
[s(1− s)]−(E−G)IE−2G

x−y+2ys,1ν−(x− y + 2ys)ds. (7)

Здесь (формулы (6) и (7)) и далее предполагается, что функции ϕi(x), ψi(x),
νi(x), i = 1, 2, . . . , n, удовлетворяют следующим условиям:

νi(x) ∈ C[0, 1], νi(x) ∈ C1(0, 1), ν ′i(x) ∈ L(0, 1), νi(0) = νi(1) = 0;

ϕi(x) ∈ C[0, 1], ϕi(x) ∈ C2(0, 1), ϕ′′

i (x) ∈ L(0, 1), ϕi(0) = ϕi(1) = 0;

ψi(x) ∈ C[0, 1], ψi(x) ∈ C2(0, 1), ψ′′

i (x) ∈ L(0, 1), ψi(0) = ψi(1) = 0.

Найдём значения функций u+(x, y) и u−(x, y) на границе y = 0:

u+(x, 0) = Γ(G)Γ−1(2G)xE−GDG
0+x

2G−Eϕ(x)−

− Γ−1(E −G)Γ(E − 2G)Γ(G)Γ−1(2G)22G−EIE−2G
0+ ν+(x), (8)

u−(x, 0) = −Γ(G)Γ−1(2G)(1 − x)E−GDG
1−(1− x)2G−Eψ(x)+

+ Γ−1(E −G)Γ(E − 2G)Γ(G)Γ−1(2G)22G−EIE−2G
1− ν−(x). (9)

По условию задачи предполагается, что искомая вектор-функция u(x, y) ∈
C(D). Это означает, что u+(x, 0) = u−(x, 0) = u(x, 0). Приравнивая правые
части равенств (8) и (9), приходим к системе интегральных уравнений типа
системы обобщённых уравнений Абеля:

l1(G)I
E−2G
0+ ν(x) + l1(G)I

E−2G
1− ν(x) =

= l2(G)x
E−GDG

0+x
2G−Eϕ(x) − l2(G)(1 − x)E−GDG

1−(1− x)2G−Eψ(x),

где l1(G) = Γ−1(E −G)Γ(E − 2G)Γ(G)Γ−1(2G)22G−E и l2(G) = Γ(G)Γ−1(2G).
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Полученная система интегральных уравнений сводится к системе инте-
гральных уравнений Карлемана. Действительно, записывая интегральные
операторы IE−2G

0+ и IE−2G
1− по определениям левостроннего и правостороннего

матричного интегрального оператора Римана—Лиувиля [3, 4], получим

l1(G)Γ
−1(E − 2G)

(
∫ x

0
(x− t)−2Gν(t)dt+

∫ 1

x

(t− x)−2Gν(t)dt

)

= f(x),

где

f(x) = l2(G)x
E−GDG

0+x
2G−Eϕ(x)− l2(G)(1 − x)E−GDG

1−(1− x)2G−Eψ(x).

В итоге имеем
∫ 1

0
|x− t|−2Gν(t)dt = g(x), (10)

где

g(x) = Γ(E−G)2E−2G
(

xE−GDG
0+x

2G−Eϕ(x)− (1−x)E−GDG
1−(1−x)

2G−Eψ(x)
)

.

Используя результаты работы [5], решение системы интегральных урав-
нений (10) можно найти как частный случай решения системы обобщённых
интегральных уравнений Абеля

AIE−2G
0+ ϕ+BIE−2G

1− ϕ = g(x)

при A = B = E.

Пусть Ω = [a, b], где −∞ < a < b < +∞. Будем говорить, что вектор-
функция f(x) = (f1(x), f2(x), . . . , fn(x)) с областью определения Df = Ω удо-
влетворяет условию Гёльдера порядка λ = (λ1, λ2, . . . , λn), если

∀x1, x2 ∈ Ω |fk(x1)− fk(x2)| 6 Ak|x1 − x2|
λk , k = 1, 2, . . . , n,

где Ak — постоянные, а λk — показатель Гёльдера.

Определение 1. Через Hλ = Hλ(Ω) обозначим класс вектор-функций
f(x) = (f1(x), f2(x), . . . , fn(x)) с областью определения Df = Ω, каждая ком-
понента которых удовлетворяет на Ω условию Гёльдера со своими фиксиро-
ванными значениями Ak и λk.

Определение 2. Через H∗ = H∗(a, b) обозначим класс вектор-функций
f(x) = (f1(x), f2(x), . . . , fn(x)), для которых существуют такие мультииндек-
сы λ = (λ1, λ2, . . . , λn), ǫ = (ǫ1, ǫ2, . . . , ǫn) и δ = (δ1, δ2, . . . , δn), что

f(x) =
f∗(x)

(x− a)1−ǫ(b− x)1−δ
,

где f∗(x) ∈ Hλ([a, b]) и каждой компоненте вектора f(x) соответствуют свои
фиксированные значения мультииндексов λ, ǫ и δ.

Определение 3. Пусть α = (α1, α2, . . . , αn)— мультииндекс. Через H∗
α обо-

значим класс вектор-функций f(x) = (f1(x), f2(x), . . . , fn(x)) таких, что

f(x) =
f∗(x)

(x− a)1−α−ǫ(b− x)1−α−δ
,
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где 0 < ǫk < 1 − αk, 0 < δk < 1 − αk (k = 1, 2, . . . , n), а каждая компонента

вектора f∗(x) принадлежит своему классу H̃αk
, который определён в [6].

Справедлива следующая теорема.

Теорема. Пусть матрица G ∈Mn, спектр Λ(G) ⊂ (0, 1/2). Пусть мат-
рица T ∈ Mn является матрицей преобразования G к жордановому виду
ΛG = TGT−1. Пусть вектор Tg(x) ∈ H∗

α, где α = (α1, α2, . . . , αn), αk =
= 1 − 2λk, λk ∈ Λ(G). Тогда единственное решение системы интегральных
уравнений (10) в классе вектор-функций, таких, что Tν(x) ∈ H∗, имеет вид

ν(x) =
(

LΓ(E − 2G)
)−1

DE−2G
a+

(

E − Z(x)D2G
a+I

2G
b−Z

−1(x)
)

g(x), (11)

где

Z(x) =

(

√

b− x

x− a

)E−2G

, L = 4cos2
(π

2
(E − 2G)

)

.

Подставляя найденное в формуле (11) выражение для вектора ν(x) в
формулы (6), (7), найдём окончательно выражения искомых вектор-функ-
ций u+(x, y) и u−(x, y), определяющих решение задачи 1 в областях D0 и D1

соответственно, а следовательно, и решение u(x, y) в области D = D0 ∪D1.
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