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Для уравнения смешанного типа с перпендикулярными линиями вырождения ис-
следована нелокальная задача, когда на эллиптической части границы области
задано условие Дирихле, а в гиперболических частях обобщённые производные
от значений решения на характеристиках поточечно связаны со значениями
решения и нормальных производных от неё на линиях параболического вырож-
дения.

Ключевые слова: нелокальная задача, регулярное решение, операторы дробного
интегро-дифференцирования, задача Коши, уравнение Фредгольма, сингулярное
интегральное уравнение с ядром Коши, регуляризатор, уравнение Абеля.

1. Постановка задачи. Рассмотрим уравнение смешанного типа

|y|kuxx + sign(xy)|x|kuyy = 0, k > 0 (1)

в конечной односвязной области Ω, ограниченной кривой Жордана σ с конца-
ми в точках A(1; 0), B(0; 1), расположенной в первом квадрате x > 0, y > 0,
и характеристиками

BC : (−x)p + yp = 1, CD : x+ y = 0, AD : xp + (−y)p = 1,

2p = k + 2 уравнения (1).
Обозначим через Ω1 и Ω2 гиперболические части смешанной области Ω,

где x > 0 и x < 0 соответственно, а через Ω3 — эллиптическую часть области
Ω; I1 (I2)— интервал 0 < x < 1 (0 < y < 1) прямой y = 0 (x = 0).

Пусть (Iα,β,η0+ f)(x) и (Iα,β,η1− f)(x)— операторы обобщённого дробного инте-
гро-дифференцирования с гипергеометрической функцией Гаусса F (a, b; c; z),
введённые в работе [1] (см. также [2, с. 326–327]) и имеющие при действитель-
ных α, β, η и x > 0 вид

(Iα,β,η0+ f)(x) =
x−α−β

Γ(α)

∫ x

0
(x− t)α−1F

(
α+ β,−η;α; 1 −

t

x

)
f(t)dt (α > 0), (2)

(Iα,β,η0+ f)(x) =
( d

dx

)n

(Iα+n,β−n,η−n
0+ f)(x) (α 6 0, n = [−α] + 1); (3)
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(Iα,β,η1− f)(x) =
(1 − x)−α−β

Γ(α)

∫ 1

x

(t− x)α−1F
(
α+ β,−η;α;

t− x

1− x

)
f(t)dt (α > 0),

(4)

(Iα,β,η1− f)(x) =
(
−

d

dx

)n

(Iα+n,β−n,η−n
1− f)(x) (α 6 0, n = [−α] + 1). (5)

Определение. Под регулярным в области Ω решением уравнения (1) по-
нимается функция u(x, y) ∈ C(Ω)∩C1(Ω)∩C2(Ω1∪Ω2∪Ω3), удовлетворяющая
уравнению (1) и такая, что uy(x, 0), ux(0, y) на концах интервалов I1, I2 могут
обращаться в бесконечность порядка не выше 1− 2β.

Задача A. Найти регулярное в области Ω решение u(x, y) уравнения (1),
удовлетворяющее краевым условиям

u(x, y) = ϕ(x, y) ∀(x, y) ∈ σ,

a1(x)I
β−1,1−2β,0
0+ u[Θ1

0(t)] + b1(x)I
β−1,1−2β,0
1− u[Θ1

1(t)]+

+c1(x)uy(x, 0) + d1(x)u(x, 0) = f1(x) ∀x ∈ I1, (6)

a2(y)I
β−1,1−2β,0
0+ u[Θ2

0(t)] + b2(y)I
β−1,1−2β,0
1− u[Θ2

1(t)]+

+c2(y)ux(0, y) + d2(y)u(0, y) = f2(y) ∀y ∈ I2,

где

β =
k

2k + 4
, 0 < β <

1

2
,

1

2p
=

1

2
− β,

Θi
0(x) и Θi

1(x)— точки пересечения характеристик уравнения (1), выходя-
щих из точек (x, 0) ∈ I1 и (0, y) ∈ I2 с характеристиками OD, AD и OC,
BC соответственно; ϕ(x, y), ai(t), bi(t), ci(t), di(t), fi(t)— заданные непре-
рывные функции такие, что

a2i (t) + b2i (t) + c2i (t) + di(t)
2 6= 0, t ∈ Ii, i = 1, 2,

ϕ(x, y) ∈ C1(σ), ai(t), bi(t), ci(t), di(t), fi(t) ∈ C(2,h)(Ii), h > 0.
(7)

Отметим, что задача А относится к классу краевых задач со смещением
(по терминологии А. М. Нахушева [3]).

Нелокальные задачи для уравнений с двумя линиями вырождения были
объектом исследования в публикациях [4–7].

2. Единственность решения задачи А. Решение задачи Коши для уравне-
ния (1) с данными на линии вырождения y = 0 в области Ω1 даётся форму-
лой [4, 8]

u(x, y) = −23−4βp
Γ(2β)

Γ2(β)
xy

∫ b
1
p

a
1
p

t2p−1(t2p − a2)β−1(b2 − t2p)β−1τ1(t)dt−

− 24β−1p
Γ(2− 2β)

Γ2(1− β)

∫ b
1
p

a
1
p

t2p−2(t2p − a2)−β(b2 − t2p)−βν1(t)dt, (8)
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где a = xp − (−y)p, b = xp + (−y)p, τ1(x) = u(x, 0), ν1(x) = uy(x, 0), а в
области Ω2 даётся формулой

u(x, y) = −23−4βp
Γ(2β)

Γ2(β)
xy

∫ d
1
p

c
1
p

t2p−1(t2p − c2)−1+β(d2 − t2p)−1+βτ2(t)dt−

− 24β−1p
Γ(2− 2β)

Γ2(1− β)

∫ d
1
p

c
1
p

t2p−2(t2p − c2)−β(d2 − t2p)−βν2(t)dt, (9)

где τ2(t) = u(t, 0), ν2(x) = ut(0, t), c = yp − (−x)p, d = yp + (−x)p.
Из (8) в силу (2)–(5) после некоторых преобразований находим

u[Θ1
0(x)] =

Γ(2β)

Γ(β)

(
Iβ,0,β−1
0+ τ̃1(t)

)
(x)− 24β−2×

×
Γ(2− 2β)

Γ(1− β)

(
I1−β,2β−1,β−1
0+ t−

1

2p ν̃1(t)
)
(x),

u[Θ1
1(x)] =

Γ(2β)

Γ(β)

(
Iβ,0,β−1
1− τ̃1(t)

)
(x)− 24β−2×

×
Γ(2− 2β)

Γ(1− β)

(
I1−β,2β−1,β−1
1− t−

1

2p ν̃1(t)
)
(x),

где τ1(x) = τ̃1(x
2p), ν1(x) = ν̃1(x

2p).
Подставляя u[Θ1

0(x)] и u[Θ1
1(x)] в краевое условие (6), учитывая компози-

ционные свойства обобщённых операторов [2, с. 327]

(
Iα,β,η0+ (Iγ,δ,α+η

0+ f)(t)
)
(x) = (Iα+γ,β+δ,η

0+ f)(x) (γ > 0),
(
Iα,β,η1− (Iγ,δ,α+η

1− f)(t)
)
(x) = (Iα+γ,β+δ,η

1− f)(x) (γ > 0)

и легко проверяемые равенства

(I0,0,η0+ f)(x) = (I0,0,η1− f)(x) = f(x),

(I−α,α,η
0+ f)(x) = (Dα

0+f)(x), (I−α,α,η
1− f)(x) = (Dα

1−f)(x), α > 0,

где (Dα
0+f)(x) и (Dα

1−f)(x)— дробные производные Римана—Лиувилля [2, с. 44],
получим

[
24β−2Γ(2− 2β)

Γ(1− β)
(a1(x) + b1(x)) x

−
1

2p − c1(x)

]
ν̃1(x) =

=
Γ(2β)

Γ(β)

[
a1(x)D

1−2β
0+ τ̃1(t) + b1(x)D

1−2β
1− τ̃1(t)

]
+ d1(x)τ̃1(x) + f1(x). (10)

Аналогично устанавливается функциональное соотношение между τ̃2(y)
и ν̃2(y), принесенное на I2 из области Ω2, которое имеет вид
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[
24β−2Γ(2− 2β)

Γ(1− β)
(a2(y) + b2(y)) y

−
1

2p − c2(y)

]
ν̃2(y) =

=
Γ(2β)

Γ(β)

[
a2(y)D

1−2β
0+ τ̃2(t) + b2(y)D

1−2β
1− τ̃2(t)

]
+ d2(y)τ̃2(t) + f2(y), (11)

где τ2(y) = τ̃2(y
2p), ν2(y) = ν̃2(y

2p).
Докажем справедливость следующей теоремы.

Теорема. В области Ω не может существовать более одного регулярно-
го решения поставленной задачи, если выполнены условия

E1(x) = 24β−2Γ(2− 2β)

Γ(1− β)
x−

1

2p [a1(x) + b1(x)]− c1(x) 6= 0 ∀x ∈ I1,

(xka1(x)
E1(x)

)
′

6 0,
(xkb1(x)

E1(x)

)
′

> 0,
(xkd1(x)

E1(x)

)
′

> 0, ∀x ∈ I1, (12)

E2(y) = 24β−2Γ(2− 2β)

Γ(1− β)
y
−

1

2p [a2(y) + b2(y)]− c2(y) 6= 0 ∀y ∈ I2,

(yka2(y)
E2(y)

)
′

6 0,
(ykb2(y)

E2(y)

)
′

> 0,
(ykd2(y)

E2(y)

)
′

> 0, ∀ y ∈ I2,

ai(1) = 0, bi(0) = 0, i = 1, 2. (13)

Док а з ат е л ь ств о. Пусть u(x, y)— решение однородной задачи. Тогда
в области эллиптичности Ω3 уравнения (1) имеет место равенство [4, с. 135]

∫∫

Ω3

(yku2x + xku2y)dxdy +

∫ 1

0
xkτ1(x)ν1(x)dx+

∫ 1

0
ykτ2(y)ν2(y)dy ≡ 0. (14)

Полагая f1(x) ≡ 0, f2(y) ≡ 0, установим справедливость неравенств

∫ 1

0
tkτi(t)νi(t) dt > 0, i = 1, 2, t = x, y. (15)

При i = 1, t = x, f1(x) ≡ 0 соотношение (10) примет вид

ν̃1(x) = m1(x)(D
1−2β
0+ τ̃1)(x) +m2(x)(D

1−2β
1− τ̃1)(x) +m3(x)τ̃1(x),

где

m1(x) =
Γ(2β)a1(x)

Γ(β)E1(x)
, m2(x) =

Γ(2β)b1(x)

Γ(β)E1(x)
, m3(x) =

d1(x)

E1(x)
. (16)

Рассмотрим интеграл

Γ(2β)

∫ 1

0
xk τ̃1(x)ν̃1(x)dx =

∫ 1

0
xkm1(x)τ̃1(x)

d

dx

∫ x

0

τ̃1(t) dt

(x− t)1−2β
dx−

153



О. А. Р е п и н, С. К. К у м ык о в а

−

∫ 1

0
xkm2(x)τ̃1(x)

d

dx

∫ 1

x

τ̃1(t)dt

(t− x)1−2β
dx+ Γ(2β)

∫ 1

0
xkm3(x)(τ̃1(x))

2dx.

Введём следующие обозначения:

sin(2πβ)

π

d

dx

∫ x

0

τ̃1(t) dt

(x− t)1−2β
= τ∗1 (x), −

sin(2πβ)

π

d

dx

∫ 1

x

τ̃1(t) dt

(t− x)1−2β
= τ∗∗1 (x).

С учётом формулы обращения интегрального уравнения Абеля [9, с. 47]
найдём

τ̃1(x) =

∫ x

0

τ∗1 (t)dt

(x− t)2β
, τ̃1(x) =

∫ 1

x

τ∗∗1 (t) dt

(t− x)2β
. (17)

Воспользуемся известной формулой для функции Γ(µ) [10, с. 385]

∫
∞

0
tµ−1 cos(kt)dt =

Γ(µ)

kµ
cos

(µπ
2

)
(k > 0, 0 < µ < 1).

Полагая k = |x− ξ|, µ = 2β, получим

1

|x− ξ|2β
=

1

Γ(2β) cos(πβ)

∫
∞

0
t2β−1 cos(t|x− ξ|)dt. (18)

На основании формулы (18) после смены порядка интегрирования, а затем
интегрирования по частям c учётом (13), (16) и (17) будем иметь

1

π
Γ2(2β) sin(2πβ) cos(πβ)

∫ 1

0
xk τ̃1(x)ν̃1(x)dx =

−
1

2

∫
∞

0
t2β−1dt

∫ 1

0
m̃1(x)

[(∫ x

0
τ∗1 (ξ) cos(tξ)dξ

)2

+

(∫ x

0
τ∗1 (ξ) sin(tξ)dξ

)2]
dx+

+
1

2

∫
∞

0
t2β−1dt

∫ 1

0
m̃2(x)

[(∫ 1

x

τ∗∗1 (ξ) cos(tξ)dξ

)2

+

(∫ 1

x

τ∗∗1 (ξ) sin(tξ)dξ

)2]
dx+

+
1

π
Γ2(2β) sin(2πβ) cos(πβ)

∫ 1

0
m̃3(x) (τ̃1(x))

2 dx,

где m̃i(x) = xkmi(x), i = 1, 2, 3.
Отсюда в силу условий (12) и выполнения sin(2πβ) cos(πβ) > 0 получаем

неравенство (15).
Опираясь на соотношение (11), нетрудно доказать неравенство (15) и в

случае i = 2, t = y, f2(y) ≡ 0.
Из соотношений (14) и (15) сразу следует справедливость теоремы един-

ственности решения задачи А. �

3. Существование решения задачи А. Переходя к доказательству суще-
ствования решения задачи А, будем полагать, что кривая σ совпадает с «нор-
мальным» контуром σ0: x

2p + y2p = 1.
В работе [11, с. 789] приведено решение задачи Хольмгрена (задача Н)

для уравнения (1) в области Ω3, которое определяется формулой
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u(x, y) =

∫ 1

0
ϕ(t)δ

[
G(t, (1 − t)2p)

1

2p ;x, y
]
dt+

+

∫ 1

0
tkν1(t)G(t, 0;x, y)dt +

∫ 1

0
tkν2(t)G(0, t;x, y)dt, (19)

где G(ξ, η;x, y) — функция Грина задачи Н,

δ[G] = ηk
∂G

∂ξ

dη

ds
− ξk

∂G

∂η

dξ

ds
,

ϕ(x) ∈ C[0, 1], ϕ(0) = ϕ(1) = 0; xν1(x), yν2(y) ∈ C(0, 1) ∩ L1[0, 1].

Справедливость формулы (19) установлена в монографии [12, с. 67–73].
Для упрощения вычислений положим ϕ(x, y) = 0, a1(t) = a2(t) = a(t),

b1(t) = b2(t) = b(t), t = x, y, d1(x) = d2(y) = 0.
Функциональные соотношения между τ̃i(x) и ν̃i(x), принесённые на Ii

(i = 1, 2) из эллиптической части Ω3, имеют вид [4, с. 137]

τ̃i(x) = −
γ

2p

∫ 1

0
ξβ−

1

2

[
1

|ξ − x|2β
−

1

|1− ξx|2β

]
ν̃i(ξ)dξ−

−
γ

2p

∫ 1

0
ξβ−

1

2

[
1

(ξ + x)2β
−

1

(1 + ξx)2β

]
ν̃j(ξ)dξ, (20)

где

γ =
Γ2(β)

π22−4βΓ(2β)
, j = 1, 2, i 6= j.

Функциональные соотношения между τ̃i(x) и ν̃i(x), принесённые на Ii
(i = 1, 2) из гиперболических Ω1(Ω2) частей смешанной области Ω, записы-
ваются в виде

Ei(x)ν̃i(x) =
Γ(2β)

Γ(β)

[
a(x)D1−2β

0+ τ̃i(x) + b(x)D1−2β
1− τ̃i(x)

]
+ fi(x), (21)

где i, j = 1, 2, i 6= j.
Исключив из (20) и (21) τ̃i(x), а затем используя известные соотноше-

ния [13]:

D1−2β
0+

(∫ 1

0
ξβ−

1

2

ν̃1(ξ) dξ

|ξ − x|2β

)
=

=
1

Γ(2β)

[
π tg(πβ)xβ−

1

2 ν̃1(x) +

∫ 1

0

( t

x

)1−2β tβ−
1

2 ν̃1(t) dt

t− x

]
,

D1−2β
0+

(∫ 1

0
ξβ−

1

2

ν̃1(ξ)dξ

|1− ξx|2β

)
=

1

Γ(2β)

∫ 1

0
tβ−

1

2

( 1
x

)1−2β ν̃1(t)dt

1− xt
,

D1−2β
0+

(∫ 1

0
ξβ−

1

2 ν̃1(ξ)
dξ

(ξ + x)2β

)
=

1

Γ(2β)

∫ 1

0
t
1

2
−β

(x
t

)2β−1 ν̃1(t)dt

x+ t
,
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D1−2β
0+

(∫ 1

0
ξβ−

1

2

ν̃1(ξ)dξ

(1 + ξx)2β

)
=

1

Γ(2β)

∫ 1

0
t
1

2
−βx2β−1 ν̃1(t)dt

1 + xt

и аналогичные равенства при действии оператора D1−2β
1− , получим систе-

му сингулярных интегральных уравнений относительно неизвестных функ-
ций ν̃i(x) (i, j = 1, 2, i 6= j):

[
Ei(x) + πxβ−

1

2 tg(πβ) (a(x) + b(x))
2pΓ(β)

γ

]
ν̃i(x)+

+ a(x)

∫ 1

0

[( ξ
x

)1−2β 1

ξ − x
−

( 1
x

)1−2β 1

1− ξx

]
ξβ−

1

2 ν̃i(ξ)dξ+

+ a(x)

∫ 1

0

[( ξ
x

)1−2β 1

ξ + x
−

(1
x

)1−2β 1

1 + ξx

]
ξβ−

1

2 ν̃j(ξ)dξ−

− b(x)

∫ 1

0

( 1− ξ

1− x

)1−2β( 1

ξ − x
+

1

1− ξx

)
ξβ−

1

2 ν̃i(ξ)dξ+

+ b(x)

∫ 1

0

( 1 + ξ

1− x

)1−2β( 1

ξ + x
−

1

1 + ξx

)
ξβ−

1

2 ν̃j(ξ)dξ =
2pΓ(β)

γ
fi(x). (22)

Полагая

µ1(x) = xβ−
1

2 (ν̃1(x) + ν̃2(x)) , µ2(x) = xβ−
1

2 (ν̃1(x)− ν̃2(x)) ,

F1(x) =
2pΓ(β)

γ
(f1(x) + f2(x)) , F2(x) =

2pΓ(β)

γ
(f1(x)− f2(x)) ,

перепишем систему (22) в виде

A(x)µi(x) +

∫ 1

0

K(x, ξ)µi(ξ) dξ

ξ − x
= Fi(x), (23)

где

A(x) =
2pΓ(β)

γ

[
x

1

2
−βEi(x) + π tg(πβ) (a(x) + b(x))

]
,

K(x, ξ) = 2a(x)

[( ξ

x

)1−2β ξ

ξ + x
−
( 1
x

)1−2β ξ − x

1− ξ2x2

]
−

− b(x)

[( 1− ξ

1− x

)1−2β (1− x)(1 + ξ)

1− ξx
−

( 1 + ξ

1 + x

)1−2β (1 − ξ)(1 − x)(ξ − x)

(ξ + x)(1 + ξx)

]
,

Fi(x) =
2pΓ(β)

γ
(f1(x)± f2(x)), i, j = 1,2, i 6= j.

Ядро K(x, ξ) уравнения (23) при x = ξ непрерывно. При x 6= ξ и x = 0, 1
K(x, ξ) на концах отрезка [0, 1] допускает особенность порядка 1− 2β и, сле-
довательно, при ξ 6= x ядро K(x, ξ)/(ξ − x) может допускать особенность
[x(1 − x)]2β−1, т.е. слабую особенность. Из вида функций Fi(x) в силу усло-

вий (7) можно заключить, что правая часть Fi(x) ∈ C(2,h)(Ii), h > 0, i = 1, 2.
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О задаче с обобщёнными операторами дробного дифференцирования. . .

Условие A2(x)+[πK(x, x)]2 6= 0 гарантирует существование регуляризато-
ра [14], приводящего уравнение (23) к интегральному уравнению Фредгольма
второго рода. Отсюда и из единственности искомого решения следует суще-
ствование решения задачи А.

По найденным τi(t), νi(t) решение задачи (1)–(3) определяется по форму-
лам (8) и (9) в областях Ω1 и Ω2 как решение задачи Коши, а в области Ω3

как решение задачи Хольмгрена по формуле (19).
В случае, когда ci(t), di(t) = 0, i = 1, 2, существование решения задачи А

доказывается так же, как в работе [4].
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