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Работа посвящена исследованию некоторых классов нелинейных интегральных
уравнений с некомпактными операторами типа Гаммерштейна—Немыцкого.
Указанный класс уравнений не только представляет теоретический интерес,
но и имеет непосредственное применение в кинетической теории газов. Дока-
зываются теоремы существования положительных решений в различных функ-
циональных пространствах.

Ключевые слова: интегральное уравнение типа Гаммерштейна—Немыцкого,
условие консервативности, условие Каратеодори, монотонность, уравнение Ви-
нера—Хопфа.

Рассмотрим класс нелинейных интегральных уравнений типа Гаммерштей-
на—Немыцкого

ϕ(x) =

∫ +∞

0
K(x, t)H(t, ϕ(t))dt +A(x, ϕ(x)), x > 0, (1)

относительно искомой вещественной и измеримой функции ϕ(x), где K(x, t)—
определённая на R

+×R
+ (R+ ≡ [0,+∞)) измеримая и неотрицательная функ-

ция, удовлетворяющая условию консервативности

esssup
x∈R+

∫ +∞

0
K(x, t)dt = 1;

H(t, z) и A(x, τ)— определённые на R
+ × R (R ≡ (−∞; +∞)) измеримые и

вещественнозначные функции, удовлетворяющие условию критичности

H(t,0) ≡ 0, ∀t ∈ R
+, A(x,0) ≡ 0, ∀x ∈ R

+.

Последнее условие означает, что ϕ(x) ≡ 0 является решением уравнения (1).
Уравнение (1) не только представляет теоретический интерес, но и имеет

применение в кинетической теории газа, а именно в задаче о течении раз-
реженного газа в полупространстве, ограниченном твёрдой стенкой (задача
Крамерса) (см.[1–3]).

В случае, когда H(t, z) ≡ z, A(x, τ) = y(x)−F (x, τ), y ∈ L2(R
+), а F (x, τ)

удовлетворяет условию Гёльдера—Липшица по второму аргументу и моно-
тонно убывает по τ , причём ядро K(x, t) зависит от разности своих аргумен-
тов, уравнение (1) рассмотрено в [4]. В этой работе при некоторых допол-
нительных условиях на K доказано существование решения в пространстве
L2(R

+).

Хачатур Агавардович Хачатрян (д.ф.-м.н.), старший научный сотрудник, отдел методов
математической физики.
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Отметим также, что в частном случае A(x, τ) ≡ 0 уравнение (1) при раз-
личных ограничениях на функции H и K исследовано в работах [5–12]. В ука-
занных работах в основном доказаны теоремы существования положитель-
ных и ограниченных (в некоторых случаях — линейно растущих) решений.

В настоящей работе, путём наложения на функции H и A существен-
но разных условий, доказывается существование положительных решений в
пространствах L0

∞
(R+) ≡ {f ∈ L∞(R+), lim

x→∞

f(x) = 0} и L1(R
+) ∩ L0

∞
(R+).

Небезынтересно отметить также, что построенные решения имеют есте-
ственный физический смысл (см. [3]).

Формулировка основных результатов. Справедлива следующая теорема.

Теорема 1. Пусть K0(x) > 0, x ∈ R— некоторая измеримая функция,
для которой

∫ +∞

−∞

K0(x)dx = 1, ν(K0) ≡

∫ +∞

−∞

xK0(x)dx < 0, (2)

а 0 6 K(x, t) 6 K0(x − t),∀(x, t) ∈ R
+ × R

+, причём сходимость последнего
интеграла в (2) понимается в смысле абсолютной сходимости. Пусть су-
ществуют числа η > 0 и η0 ∈ (0, η) такие, что выполняются следующие
условия:

a) функции H(t, z) и A(x, τ) удовлетворяют условию Каратеодори по вто-
рому аргументу на множестве R

+ × [0, η];
b) H(t, z) возрастает по z на [0, η] при каждом фиксированном t ∈ R

+, а
A(x, τ) возрастает по τ на [0, η] при каждом фиксированном x ∈ R

+;
c) имеют место следующие неравенства:

0 6 H(t, z) 6 z, ∀(t, z) ∈ R
+ × [0, η], (3)

A(x, ρη0(x)) > ρη0(x), A(x, η) 6 ρη(x), ∀x ∈ R
+,

где

ρδ(x) ≡ δ

∫

∞

x
K0(t)dt, δ > 0, x ∈ R

+.

Тогда уравнение (1) имеет положительное решение из пространства
L1(R

+) ∩ L0
∞
(R+).

Для изложения следующих результатов нам понадобятся некоторые обо-
значения и вспомогательные факты из линейной теории консервативных ин-
тегральных уравнений Винера—Хопфа.

Пусть Q(x)— определённая на множестве R измеримая функция, для ко-
торой ξ0 и ξ1 являются первыми положительными корнями уравнений Q(x) =
= x и Q(x) = 2x соответственно, причём 2ξ1 < ξ0, Q возрастает на отрезке
[0, ξ0] и Q ∈ C[0, ξ0]. В качестве функции Q можно рассматривать одну из
следующих:

a) Q(x) = xα, α ∈ (0,1), ξ0 = 1, ξ1 = (1/2)1/(1−α) ;
b) Q(x) = ex−1, ξ0 = 1, ξ1 ≈ 0,2.
Имеет место следующая теорема.
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Теорема 2. Пусть существует функция K∗(x) > 0, x ∈ R, K∗(−x) =

= K∗(x), x ∈ R
+,

∫ +∞

−∞

K∗(τ)dτ = 1, для которой 0 6 K(x, t) 6 K∗(x − t),

∀(x, t) ∈ R
+ × R

+.
Пусть выполняются следующие условия:

i1) функции H(t, z) и A(x, τ) удовлетворяют условиям a) и b) теоремы 1
на множестве R

+ × [0, ξ0];

i2) 0 6 H(t, z) 6 ξ0 −Q(ξ0 − z), ∀(t, z) ∈ R
+ × [0, ξ0]; (4)

i3) существует число η0 ∈ (0, ξ0) такое, что выполняются неравенства:

A(x, ρ∗η0(x)) > ρ∗η0(x), A(x, ξ0) 6 ρ∗ξ0(x), (5)

где

ρ∗δ(x) = δ

∫ +∞

x
K∗(t)dt, δ > 0.

Тогда уравнение (1) имеет положительное решение из пространства
L0
∞
(R+).

Теперь наряду с уравнением (1) рассмотрим следующее однородное урав-
нение Винера—Хопфа:

S(x) =

∫ +∞

0
K̃(x− t)S(t)dt, x > 0, (6)

с начальным условием
S(0) = 1, (7)

где

K̃(x) > 0, x ∈ R
+, K̃(τ) = K̃(−τ), τ ∈ R

+,

∫ +∞

−∞

K̃(x)dx = 1, (8)

∫ +∞

−∞

|x|jK̃(x)dx < +∞, j = 1,2,3, l0 ≡ esssup
x∈R+

∫

∞

x K̃(t)dt

K̃(x)
< +∞. (9)

Из результатов работы [13] следует, что задача (6), (7) имеет положительное
решение следующей структуры:

S(x) = ax+ q(x), (10)

где a =
√

2/ν2, ν2 ≡

∫ +∞

−∞

x2K̃(x)dx, а 0 6 q ∈ L∞(R+)— известная функция

Хопфа.
Введём обозначения для формулировки нижеследующей теоремы 3:

1) c ≡
1

a
max

(

al0,2r0a, esssup
x∈R+

q(x)
)

, где r0 ≡

∫ +∞

0
tK̃(t)dt;
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2) Φλ
δ (x) ≡ δ

(
∫

∞

x
K̃(t)dt−

1

x+ λ

∫

∞

x
tK̃(t)dt

)

, x ∈ R
+, δ > 0— некоторое

число, а λ > c.

Справедлива следующая теорема.

Теорема 3. Пусть ядро K(x, t) задаётся посредством следующей форму-
лы:

K(x, t) = K̃(x− t)
t+ λ

x+ λ
, (x, t) ∈ R

+ × R
+, λ > c.

Предположим, что существуют числа η > 0 и η0(0, η) такие, что функции
H(t, z) и A(x, τ) удовлетворяют условиям a), b) и условию (3) теоремы 1.
Тогда, если A(x,Φλ

η0) > Φλ
η0(x), A(x, η) 6 Φλ

η(x), то уравнение (1) имеет

положительное решение из L0
∞
(R+).

Примеры функций H и A. Примеры функций H и A для теоремы 1:

1H) H(t, z) = H0(t)
zp

ηp−1
, H0 ∈ C(R+), 0 6 H0(t) 6 1, t ∈ R

+, p > 1, z ∈ R
+;

1A) A(x, τ) =
ρη0+η1(x)τ

τ + ρη1(x)
, η > η0 + η1, η0, η1 > 0.

Примеры функций H и A для теоремы 2:

2H) H(t, z) = H0(t)
(ξ0 −Q(ξ0 − z))p

ξp−1
0

, p > 1;

2A) A(x, τ) = ρη0+η1(x)
ατ2

(τ + ρη1(x))
2
, α > 1 +

η1
η0

, ξ0 > α(η0 + η1), η0, η1 > 0.

Примеры H и A для теоремы 3:
3H) примеры 1H и 2H удовлетворяют всем условиям теоремы 3 для функции

H(t, z);

3A) A(x, τ) = Φλ
η0+η1(x)

τ

τ +Φη1(x)
, η0, η1 > 0, η > η0 + η1.

Доказательство основных результатов. Сначала проведём доказательство
теоремы 2 (теорема 1 доказывается аналогичными рассуждениями). Наряду
с уравнением (1) рассмотрим вспомогательное нелинейное уравнение Гаммер-
штейновского типа

Ψ(x) =

∫

∞

0
K∗(x− t)Q(Ψ(t))dt, x ∈ R

+, (11)

относительно искомой функции Ψ(x), где функция Q обладает вышеприве-
денными свойствами. Из результатов работы [8] следует, что уравнение (11)
имеет положительное монотонно возрастающее и ограниченное решение Ψ(x),
причём lim

x→∞

Ψ(x) = ξ0.

Убедимся, что

ξ0 −Ψ(x) > ρ∗η0(x), x > 0. (12)

Действительно, из (11), с учётом свойств ядра K∗ и функции Q имеем
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ξ0 −Ψ(x) = ξ0 −

∫

∞

0
K∗(x− t)Q(Ψ(t))dt =

= ξ0

∫

∞

x
K∗(τ)dτ +

∫

∞

0
K∗(x− t)(ξ0 −Q(Ψ(t)))dt > ρ∗ξ0(x) > ρ∗η0(x).

Теперь для уравнения (1) рассмотрим следующие итерации:

ϕn+1(x)=

∫

∞

0
K(x, t)H(t, ϕn(t))dt+A(x, ϕn(x)), ϕ0(x) = ρ∗η0(x), n ∈ N0.(13)

Сперва по индукции докажем, что

ϕn(x) возрастает по n. (14)

В силу условия (5) имеем

ϕ1(x) > A(x, ϕ0(x)) = A(x, ρ∗η0(x)) > ρ∗η0(x) = ϕ0(x),

ϕ1(x) 6

∫

∞

0
K(x, t)H(t, ξ0)dt+A(x, ξ0) 6 ξ0

∫

∞

0
K∗(x− t)dt+ ρ∗ξ0(x) = ξ0.

Предполагая, что ξ0 > ϕn(x) > ϕn−1(x) при некотором n ∈ N, из (13) с учётом
монотонности функций H и A получим

ϕn+1(x) >

∫

∞

0
K(x, t)H(t, ϕn−1(t))dt+A(x, ϕn−1(x)) = ϕn(x)

и

ϕn+1(x) 6

∫

∞

0
K∗(x− t)H(t, ξ0)dt+A(x, ξ0) 6 ξ0.

Теперь убедимся в справедливости следующего неравенства:

ϕn(x) 6 ξ0 −Ψ(x), n ∈ N0, x ∈ R
+. (15)

Действительно, при n = 0 неравенство (15) сразу следует из (12). Пусть
ϕn(x) 6 ξ0 − Ψ(x) при некотором n ∈ N. Тогда с учётом (4), (5) из (13)
будем иметь:

ϕn+1(x) 6

∫

∞

0
K∗(x− t)H(t, ξ0 −Ψ(x))dt+A(x, ξ0) 6

6

∫

∞

0
K∗(x− t)(ξ0 −Q(Ψ(t)))dt+ ρ∗ξ0(x) =

= ξ0 −

∫

∞

0
K∗(x− t)Q(Ψ(t))dt = ξ0 −Ψ(x).

Следовательно, из (14) и (15) получаем поточечную сходимость последова-
тельности {ϕn(x)}

∞

n=0: lim
n→∞

ϕn(x) = ϕ(x), причём

0 6 ρ∗η0(x) 6 ϕ(x) 6 ξ0 −Ψ(x) ∈ L0
∞
(R+), x ∈ R

+. (16)
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По теореме Б. Леви (см. [14]), функция ϕ(x) удовлетворяет уравнению (1).
Из (16) следует, что ϕ ∈ L0

∞
(R+). �

Замечание. Из приведённых рассуждений с учётом результатов рабо-
ты [8] можем утверждать, что результаты теоремы 2 остаются в силе, если
вместо чётности ядра K∗ потребовать выполнение неравенства

∫ 0

−∞

K∗(τ)dτ >
1

2
.

Теперь докажем теорему 3. Как известно, при условиях (8), (9) имеют
место следующие факты (см. [9]):

∫

∞

0
K̃(x− t)

t+ λ

x+ λ
dt = 1− Φλ

1(x), x ∈ R
+ (17)

и
Φλ
δ (x) > 0, при δ > 0, λ > c, x ∈ R

+. (18)

Ниже мы существенным образом будем использовать соотношение (17) и
неравенство (18). Введём следующие последовательные приближения:

ϕn+1(x) =

∫

∞

0
K(x, t)H(t, ϕn(t))dt+A(x, ϕn(x)), (19)

ϕ0(x) = η −
ηS(x)

ax+ λa
, n ∈ N0, x ∈ R

+,

где S(x) задаётся согласно формуле (10).
Докажем, что выполняются следующие утверждения:

1) ϕn(x) убывает по n;
2) ϕn(x) > Φη0(x), n ∈ N0, x ∈ R

+.
В силу (17) и свойств функций H и A из (19) будем иметь

ϕ1(x) =

∫

∞

0
K̃(x− t)

t+ λ

x+ λ

(

η −
ηS(t)

at+ λa

)

dt+A(x, η) 6

6 η − Φλ
η(x)−

η

a(x+ λ)

∫

∞

0
K̃(x− t)S(t)dt+Φλ

η(x) =

= η −
ηS(t)

ax+ λa
= ϕ0(x).

С другой стороны,

ϕ0(x) = η −
ηS(t)

ax+ λa
= η −

η

a

∫

∞

0
K(x, t)

S(t)

t+ λ
dt =

= Φλ
η(x) +

∫

∞

0
K(x, t)

(

η −
ηS(t)

at+ λa

)

dt > Φλ
η(x) > Φλ

η0(x), ибо λ > c.

Следовательно, ϕ1(x) > A(x, ϕ0(x)) > A(x,Φλ
η0(x)) > Φλ

η0(x), x ∈ R
+.
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Предполагая, что ϕn(x) 6 ϕn−1(x) и ϕn(x) > Φλ
η0(x) при некотором n ∈ N,

из (19) получим ϕn+1(x) 6 ϕn(x) и ϕn+1(x) > Φλ
η0(x). Таким образом, после-

довательность функций {ϕn(x)}
∞

n=0 имеет предел при n → ∞: lim
n→∞

ϕn(x) =

= ϕ(x), причём этот предел (в силу теоремы Б. Леви) удовлетворяет уравне-
нию (1) и соотношениям

0 6 Φλ
η0(x) 6 ϕ(x) 6 η −

ηS(x)

ax+ λa
, x ∈ R

+. (20)

Так как λ > esssup
x∈R+

q(x)/a, выполняется 0 6 η − ηS(x)
ax+λa 6

ηaλ
ax+λa →

x→∞

0, тогда

из (20) следует, что ϕ ∈ L0
∞
(R+). �

Автор выражает благодарность проф. А. Х. Хачатряну за полезные замечания.
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