
Вестн. Сам. гос. техн. ун-та. Сер. Физ.-мат. науки. 2013. № 1 (30). С. 222–232

УДК 517.958

ИНФИНИТНОЕ ДВИЖЕНИЕ В КЛАССИЧЕСКОЙ
ФУНКЦИОНАЛЬНОЙ МЕХАНИКЕ

А.И. Михайлов
1,2

1 Всероссийский научно-исследовательский институт рыбного хозяйства и океанографии,
107140, Россия, Москва, ул. Верхняя Красносельская, 17.
2 Математический институт им. В.А. Стеклова РАН,
Россия, 119991, Москва, ул. Губкина, 8.

E-mail: mikhailov1984@gmail.com

В работе исследуется описание инфинитного движения в функциональной фор-
мулировке классической механики. На примере простых точно решаемых задач
(прохождения через барьер и падения на центр) рассматривается два класса
проблем: рассеяние и сингулярность. Вычисляются функционально механиче-
ские поправки к средним значениям и дисперсиям канонических переменных, обу-
словленные рассеянием, в частности в простейшем случае прохождения через
барьер возникает сдвиг среднего значения координаты на константу, зависящую
от параметров барьера, и логарифмическая по времени поправка к дисперсии ко-
ординаты свободного движения. Также показано, что функционально механиче-
ский подход приводит к устранению сингулярности в кинетической энергии при
падении на центр, эквивалентном решению уравнения Фридмана в космологии.

Ключевые слова: классическая механика, проблема необратимости, уравнение
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Введение. В 2008 году И. В. Воловичем [1] была предложена переформу-
лировка гамильтоновой динамики — классическая функциональная механи-
ка. Основной мотивацией пересмотра основ механики была проблема необ-
ратимости макроскопической динамики, возникающая при обосновании тер-
модинамики [2]. Классический подход к решению этой проблемы, основан-
ный на методе Боголюбова [3], предполагал вывод необратимых кинетических
уравнений из обратимых уравнений механики; здесь же предлагалось обна-
ружить необратимость в самих микроскопических уравнениях, естественно,
таким образом, чтобы в новых уравнениях микроскопической динамики так
или иначе содержалась классическая механика. В новом подходе фундамен-
тальное описание динамики задается уравнениями Лиувилля или Фоккера—
Планка, где состоянием системы полагается плотность вероятности, т. е., как
и в квантовой механике, состояние и наблюдаемые (например координаты в
фазовом пространстве) более не совпадают. Использование плотности веро-
ятности в качестве состояния системы обусловлено конечной точностью из-
мерений [4], а также, в случае уравнения Фоккера—Планка, наличием малых
неучтенных взаимодействий. Иными словами, исследуется реакция классиче-
ской гамильтоновой системы на малые флуктуации начальных данных или
движения. Сами классические траектории движения возникают как характе-
ристики уравнения Лиувилля или как частный случай траектории стохасти-
ческого процесса при отсутствии шума. Как было показано в последующих
работах по функциональной механике [5–7], платой за необратимость мик-
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роскопических уравнений являются поправки к ньютоновским траекториям
движения — средние от наблюдаемых не совпадают с наблюдаемыми, вычис-
лительными на средних значениях начальных данных, в частности, траекто-
рии средних значений координат в фазовом пространстве будут отклонятся
от траектории характеристики. Вид этих отклонений был исследован на ко-
нечных временах, пусть и сравнимых в ряде случаев со временем возвраще-
ния системы. В этой работе ставится задача исследования поправок на асимп-
тотике инфинитного движения. Траектория может уйти на бесконечность
как за бесконечное, так и за конечное время. Первому случаю соответствует
задача рассеяния, второму — проблема сингулярности. Способ решения этих
задач в рамках функциональной механики будет проиллюстрирован на двух
простейших точно решаемых примерах — рассеянии на барьере и падении на
центр соответственно.

Общая постановка задачи рассеяния в функциональной механике тако-
ва. Рассматривается уравнение Лиувилля, описывающее эволюцию функции
распределения частицы, движущейся в потенциальном поле. Потенциал за-
дается функцией с компактным носителем или же функцией, убывающей
на бесконечности хотя бы степенным образом так, чтобы движение можно
было считать свободным на бесконечно большом расстоянии от центра рас-
сеяния. Далее ставится задача Коши с некоторыми начальными данными
ρin(p, q) ∈ L1(R

2n); p, q ∈ R
n; ‖ρin‖L1

= 1:

∂tρ+ [H, ρ] = 0, H =
p2

2m
+ U(q); ρ(0, p, q) = ρin(p, q).

Пусть y(t, p, q) и x(t, p, q) есть характеристики уравнения Лиувилля, т. е. ре-
шения уравнений Гамильтона для импульса и координаты соответственно:

ẏ = −∂H(y, x)

∂x
, ẋ =

∂H(y, x)

∂y
; y(0) = p, x(0) = q.

Тогда решение уравнение Лиувилля задаётся следующим выражением:

ρ(t, p, q) = ρin
(

y(−t, p, q), x(−t, p, q)
)

,

в чём нетрудно убедиться прямой подстановкой. Решением задачи рассеяния
будем называть такую плотность вероятности ρout(p, q) ∈ L1(R

2n); p, q ∈ R
n;

‖ρout‖L1
= 1, что

lim
t→+∞

∥

∥ρin(y(−t, p, q), x(−t, p, q)) − ρout(p, q − pt)
∥

∥

L∗

1

= 0.

Заметим, что мы потребовали только слабой сходимости функций плотно-
сти, поскольку дальнейшие рассуждения будут опираться на поведение мо-
ментов распределения, т. е. вполне определенных линейных функционалов,
что вполне согласуется с теоремами о существовании слабого предела вероят-
ностной меры [16]. Линейный оператор, задающий преобразование ρin(p, q) →
ρout(p, q), естественно называть оператором рассеяния по аналогии с матри-
цей рассеяния в квантовой механике. Далее мы рассмотрим простейшую за-
дачу рассеяния, классическое решение которой прекрасно известно и не пред-
ставляет трудности, однако функционально механическая постановка задачи
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приведёт к ряду нетривиальных эффектов — возникнут асимптотические по-
правки к траекториям средних значений координат и импульсов, а также
старших моментов.

1. Прохождение через барьер. Рассмотрим задачу прохождения через ба-
рьер:

∂tρ+ [H, ρ] = 0, H =
p2

2m
+ U0(Θ(q)−Θ(q − q0)); ρ(0, p, q) = ρ0(p, q),

где U0 = p20/2m — высота барьера , а q0 — ширина.
Задача решается методом характеристик

ρ(t, y, x) = ρ0
(

y(−t, p, q), x(−t, p, q)
)

,

где (y(t, p, q), x(t, p, q))— траектория характеристики в фазовом пространстве
((y, x) и (p, q)— текущие и начальные импульс и координата соответственно),
представляющая в данном случае кусочно-линейную ломаную:

y(t, p, q) =











p, t < − q
p ;

√

(p− p0)(p+ p0), − q
p < t < − q

p +
q0√

(p−p0)(p+p0)
;

p, t > − q
p + q0

p−p0
;

x(t, p, q) =















q + pt, t < − q
p ;

√

p2 − p20
(

t+ q
p

)

, − q
p < t < − q

p + q0√
(p−p0)(p+p0)

;

q + pt−
( q0p√

p2−p2
0

− q0
)

, t > − q
p +

q0√
(p−p0)(p+p0)

.

Заметим, что последнее равенство можно представить в виде x(t, p, q) =
= x0(t, p, q) + x1(t, p, q), где x0(t, p, q)— траектория свободного движения в
конфигурационном пространстве;

lim
t→+∞

x0(t, p, q)− x(t, p, q) =
q0p

√

p2 − p20
− q0.

Здесь мы рассмотрели случай траекторий с импульсом выше критического
(p > p0), если импульс ниже критического, то

y(t, p, q) =

{

p, t < −q/p;

−p, t > −q/p;
x(t, p, q) =

{

q + pt, t < −q/p;

−pt, t > −q/p.

Удобно представить начальное распределение как комбинацию двух рас-
пределений с импульсами выше и ниже критического ρ0 = (1 − α)ρ− + αρ+,
где

α =

∫ 0

−∞

∫ +∞

p0

ρ(0, p, q)dpdq,

далее мы будем вычислять моменты распределения ρ+, предполагая также,
что носитель распределения принадлежит области q < 0, т. е. начальное рас-
пределение сосредоточено справа от барьера:

x+ =

∫ 0

−∞

∫ +∞

p0

dpdqρ(0, p, q)x(t, p, q) = 〈x〉0+ − 〈x〉1+,
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lim
t→+∞

〈x〉0+ − 〈x〉+ =

∫ +∞

p0

dp
q0p

√

(p− p0)(p + p0)
− q0 < ∞.

Вычислим импульс pc(t, q), которым должна обладать частица с началь-
ной координатой q, для того чтобы преодолеть барьер в момент времени t:

q0
√

(p2c − p20)
+

−q

pc
= t.

Нам не требуется находить корни алгебраического уравнения четвёртого по-
рядка точно, достаточно найти приближенное решение в асимптотике pc → p0:

pc ≈ p0
√

1 + (τ/(t− T (q)))2 ≈ p0(1 + (τ/2(t − T (q)))2);

τ = p0/q0, T (q) = −q/p0.

Вычислим первый момент:

lim
t→+∞

x0(t, p, q)− x(t, p, q) =
q0p

√

p2 − p20
− q0;

lim
t→+∞

〈x〉0+ − 〈x〉+ =

∫ +∞

p0

∫

dqdpρ(0, p, q)
q0p

√

(p− p0)(p+ p0)
− q0 =

= q0

√

(p2+ − p20).

Преобразуем выражение для дисперсии:

〈(x− 〈x〉+)2〉+ = 〈(x0 − 〈x0〉+ − (x1 − 〈x1〉+))2〉+ =

= 〈(x0 − 〈x0〉+)2〉+ − 2(〈x0x1〉+ − 〈x0〉+〈x1〉+) + 〈x21〉+ − 〈x1〉2+.

Будем вычислять поправки к дисперсии:

〈x0x1〉+ =

∫ +∞

p0

∫

dqdpρ(0, p, q)
q0p

2t
√

(p − p0)(p+ p0)
.

Первая поправка является линейной функции времени, вторая же, обуслов-
ленная дисперсией зависящего от начального импульса сдвига, оказывается
формально расходящимся интегралом

∫ +∞

p0

∫

dqdpρ(0, p, q)
q20p

2

(p − p0)(p + p0)
= ∞.

Однако эта расходимость связана лишь с тем, что дисперсия в функцио-
нальной механике неограниченно возрастает во времени. Поэтому переход к
пределу и взятие интеграла нельзя наивно поменять местами, а следует акку-
ратно учесть зависимость нижнего предела интегрирования от времени. Для
того чтобы выделить асимптотику по времени, надо один раз проинтегриро-
вать по частям
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〈x21〉+ ∼
∫ 0

−∞
dq

∫ +∞

pc(t,q)

q20p
2ρ(0, p, q)dp

(p− p0)(p+ p0)
∼

∼ −
∫ 0

−∞
dq

q20p
2
0ρ(0, p0, q)

2p0
ln((pc − p0)/p0) =

= q20p0

∫ 0

−∞
dqρ(0, p0, q) ln(2(t− T (q))/τ).

Аналогичным образом можно рассчитать асимптотику моментов высшего
порядка:

〈(x− 〈x〉+)n〉+ = 〈(x0 − 〈x0〉+ − (x1 − 〈x1〉+))n〉+ =

=
∑

l

C l
n(−1)l〈(x0 − 〈x0〉+)n−l(x1 − 〈x1〉+)l〉+ =

=
∑

l

l
∑

k

C l
nC

k
l (−1)l+k〈(x0 − 〈x0〉+)n−lxk1〉+〈x1〉l−k

+ .

Результатом последовательного интегрирования по частям будет многочлен
следующего вида:

〈(x0 − 〈x0〉+)n−lxk1〉+ ∼
∫ 0

−∞
dq

∫ +∞

pc(t,q)

qk0p
n+k−lρ(0, p, q)dp

(p − p0)(k/2(p+ p0)(k/2
∼

∼ qk0p
n−l
0

k
∑

(−1)k−mam(t/τ)m.

Таким образом, рассеяние добавляет полиномиальную и логарифмиче-
скую поправки (для чётных моментов) к асимптотике моментов.

2. Проблема сингулярности и функциональная механика. Итак, исследо-
вав частный случай рассеяния на ограниченном потенциале с компактным
носителем, мы видели, что функционально механическое описание изменя-
ет асимптотику инфинитного движения. Теперь рассмотрим другой важный
случай инфинитного (в фазовом пространстве) движения — падение на центр,
т. е. систему с неограниченным снизу гамильтонианом:

H =
P 2

2m
− A

Q
; A > 0, m > 0.

Здесь P и Q— канонические импульс и координата соответственно. Гамиль-
тонианы такого рода возникают не только в ньютоновской теории гравита-
ции, но и в ОТО, где роль канонической координаты будет играть радиус
вселенной [10]. В последнем случае инфинитность движения, т. е. обращение
канонического импульса в бесконечность за конечное время, интерпретиру-
ется как наличие космологической сингулярности — вписанное ниже решение
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будет описывать динамику замкнутой однородной вселенной в модели Фрид-
мана. Была высказана гипотеза [9], что функционально механическое рас-
смотрение, вводящее «размазку», т. е. интегрирование по начальным данным,
может устранить сингулярность. В данной работе указанная гипотеза будет
подтверждена для части наблюдаемых — усредненные канонический импульс
и кинетическая энергия остаются конечными в любой момент времени. Преж-
де чем вычислять функционально механические средние, необходимо найти
явную зависимость классических траектории P (t, p, q) и Q(t, p, q) от началь-
ных данных p, q:

Ṗ =
mA

Q2
, Q̇ =

P

m
; P (0) = p, Q(0) = q.

Введём следующую параметризацию времени t через фазу ϕ:

t− t0 =

√

m

A
R
(

(ϕ− ϕ0)− sin(ϕ− ϕ0)
)

. (1)

Эта замена переменных определена на всей действительной оси, поскольку
функция в правой части монотонна. Тогда движение будет описываться цик-
лоидой

Q(t, p, q) = R(1− cos(ϕ− ϕ0)),

P (t, p, q) = mq̇ = m
∂q/∂ϕ

∂t/∂ϕ
=

√
mA

sin(ϕ− ϕ0)

1− cos(ϕ− ϕ0)
=

=
√
mA ctg((ϕ − ϕ0)/2), (2)

где 0 6 t < +∞, 0 6 ϕ0 < 2π : R > 0. Траектория однозначно определяется
начальной фазой ϕ0 и амплитудой R. Выразим начальные условия через фазу
и амплитуду циклоиды:

Q(0, p, q) = q = R(1− cos(ϕ0)), P (0, p, q) = p =
√
mA ctg((−ϕ0)/2).

Вычислим зависимость амплитуды и фазы от начальных данных, воспользо-
вавшись сохранением энергии и уравнением (2):

R = − A

(2m)−1p2 −A/q
, ϕ0 = 2arcctg(−p/

√
mA).

Подставляя эти выражения в (1), найдём сдвиг времени t0, обеспечивающий
ненулевую начальную фазу ϕ0 в начальный момент времени t = 0:

t0 =

√

m

A
R(ϕ0 − sinϕ0).

Функциональную связь между начальным импульсом и начальной фазой
удобнее выразить в форме явной зависимости тригонометрических функций
фазы от импульса:

cos(ϕ0) =
p2 −mA

p2 +mA
, sin(ϕ0) = − 2p

√
mA

p2 +mA
.
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Введём следующий набор функций:

Tk(p, q) = t0(p, q) + 2πk

√

m

A
R(p, q), k ∈ Z.

Тогда функция P (t, p, q) будет определена во всех точках расширенного фа-
зового пространства за исключением поверхностей Tk(p, q) = t:

domP (t, p, q) =
{

{

R+ × R×R+ \ {(t, p, q) : T (p, q) = t}
}

}

⋂

{

{R+} × {(p, q) : H(p, q) < 0}
}

.

Благодаря тому, что начальная фаза ϕ0(p, q) ≡ ϕ0(p) является функцией
только канонического импульса, можно установить явный вид поверхностей
Tk(p, q) = t в форме функций q = qk(t, p):

qk(t, p) =
[ p2

2mA
+

1

t

√

m

A
(ϕ0 − sinϕ0 + 2πk)

]−1
,

что позволяет записать область определения P (t, p, q) в следующем виде:

domP (t, p, q) =
{

{

R+ × R×R+ \ {(t, p, q) : q = qk(t, p)}
}

}

⋂

{

{R+} × {(p, q) : H(p, q) < 0}
}

.

При рассмотрении задачи Коши для уравнения Лиувилля мы будем рассмат-
ривать начальную плотность ρ(p, q) со следующей областью определения:

D = dom ρ(p, q) =
{

R× R+ \ {(p, q) : Tk(p, q) = 0}
}

⋂

{(p, q) : H(p, q) < 0}.

Эта область может быть описана явно:

D = {(p, q) : 0 < q < 2m/p2}.
Может быть сделано следующее утверждение:

∀(p, q) ∈ D, lim
t→Tk(p,q)

P (t, p, q) = ∞.

Теорема. Для любой интегрируемой функции плотности ρ(p, q) с ком-
пактными носителем K в D следующие несобственные интегралы:

〈P 〉(t) =
∫

K
P (t, p, q)ρ(p, q)dpdq, 〈P 2〉(t) =

∫

K
P 2(t, p, q)ρ(p, q)dpdq

определены и являются непрерывными ограниченными функциями t на всей
действительной оси.

Зафиксируем некоторые начальные значения (p0, q0) ∈ K и выберем такой
момент времени, когда траектория, начинающаяся в этой точке, уйдёт на
бесконечность, т. е. чтобы

T − t0(p0, q0) = 2πn

√

m

A
R(p0, q0),
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тогда
ϕ(T, p, q) − ϕ0(p, q) = 2πn+ χ(p, q).

Будем рассматривать пучок траекторий, близких к выбранной с началом в
точке (p0 6= 0, q0) ∈ K, т. е. будем считать, что suppρ ⊂ Oε(p0, q0 ⊂ K), где ε =
= diamOε, а Oε(p0, q0)— некоторая окрестность малого диаметра. Вычислим
зависящие от начальных данных малые поправки к фазе, разложив (1) до
первого неисчезающего члена:

T − t0(p, q) =

√

m

A
R(p, q)

(

2πn − χ3(p, q)

6

)

.

Введём следующую параметризацию:

q = q0(1 + ξ), p = p0(1 + η), R = R0(1 + r), χ0 = ϕ0(p, q)− ϕ0(p0, q0).

Разложим функциональные зависимости параметров траектории от началь-
ных данных в ряд Тейлора до первого порядка:

r =
p20
mA

η +
R0

q0
ξ, sinϕ0(p0, q0)χ0 =

p40η

(p20 +mA)2
,

t0(p, q)− t0(p0, q0) =

√

m

A
R0

(

(ϕ0(p0, q0)− sinϕ0(p0, q0)
)

r+

+
(

1− cosϕ0(p0, q0))χ0

)

,

√

m

A
R0

(

2πnr − χ3

6

)

= t0(p0, q0)r −
√

m

A
q0χ0,

χ =
(

6
(

r
(

2πn − ϕ0(p0, q0) + sinϕ0(p0, q0)
)

− q0
R0

χ0

))1/3
.

Значения среднего импульса и средней энергии оцениваются следующими
сходящимися интегралами1 :

〈p〉 =
∫

Oε

2
√
mA

χ(p, q)
ρ(p, q)dpdq =

∫

Õε̃

2
√
mAp0q0

(Cξ +Dη)1/3
ρ̃(η, ξ)dηdξ < ∞,

〈 p2

2m

〉

=

∫

Oε

2A

χ2(p, q)
ρ(p, q)dpdq =

∫

Õε̃

2Ap0q0

(Cξ +Dη)2/3
ρ̃(η, ξ)dηdξ < ∞,

где константы определяются начальными значениями «средней» траектории:

C = 6
(

2πn− ϕ0(p0, q0) + sinϕ0(p0, q0)
)R0

q0
,

1 Области интегрирования Oε и Õε̃ отличаются тем, что последняя в силу замены пере-

менных является малой окрестностью (0,0) диаметра ε/
√

q2
0
+ p2

0
. Диаметр также остаётся

малым в силу того, что (p0, q0) ∈ K ⊂ D, а компакт K отделён от начала координат.
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D = 6
(

2πn − ϕ0(p0, q0) + sinϕ0(p0, q0)
) p20
mA

− q0
R0

p40
(p20 +mA)2 sinϕ0(p0, q0)

.

Выражения для констант значительно упростятся, если положить p0 = 0.
Тогда χ0 = 2p/

√
mA и, пренебрегая в окончательном выражении для χ квад-

ратичным по импульсам членом разложения r, получим (n = 1)

〈 p2

2m

〉

=

∫

Õε̃

2AR0

(6πξ − 12√
mA

p)2/3
ρ̃(p, ξ)dpdξ ∼

∼ 1

ε2

∫

Õε̃

2AR0

(6πξ − 12√
mA

p)2/3
dpdξ ∼ ε−2/3.

Здесь для простоты было сделано предположение, что плотность вероятности
постоянна на своем носителе и из условия нормировки имеет порядок ρ̃ ∼ ε−2.

Поскольку выбор начальных значения (p0, q0) ∈ D и конкретной формы
окрестности Oε(p0, q0) был произволен, то средние импульс и кинетическая
энергия конечны не только для заранее зафиксированного момента време-
ни, когда выбранная траектория уходит на бесконечность, но и для любого
другого момента времени. Это означает, что функции 〈P 〉(t) и 〈P 2〉(t) опре-
делены на всей действительной оси, при этом носитель ρ(p, q) может быть
не только малой окрестностью, но и любым компактом из D — конечность
интеграла по компакту обеспечивается конечностью интегралов из каждой
окрестности конечного покрытия.

Для того чтобы доказать непрерывность 〈P 〉(t) и 〈P 2〉(t), разобьём об-
ласть интегрирования на две части:

∫

K
P (t, p, q)ρ(p, q)dpdq =

∫

K\
⋃

p Oε(p,qk(t,p)
P b(t, p, q)ρ(p, q)dpdq+

+

∫

⋃
p Oε(p,qk(t,p))

P b(t, p, q)ρ(p, q)dpdq.

Первый из интегралов является гладкой функцией, поскольку подынте-
гральное выражение бесконечно дифференцируемо на области интегрирова-
ния — исходном компакте с удалённой малой окрестностью кривых (компакт
всегда пересекает только конечное число таких кривых), на которой сосредо-
точены особые точки. Второй интеграл можно оценить следующим образом:

∫

⋃
p Oε(p,qk(t,p))

P b(t, p, q)ρ(p, q)dpdq 6

6 sup
K

ρ(p, q)

∫

⋃
p Oε(p,qk(t,p))

P b(t, p, q)dpdq 6 const · l[qk(t, p)]ε(3−b)/3 ,

где l[qk(t, p)]— длины особых кривых, пересекающих компакт K. Теперь лег-
ко оценить разность значений функции в точках t и t′ → t:

|〈P b〉(t)− 〈P b〉(t′)| 6 const · l[qk(t, p)]ε(3−b)/3 .
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Таким образом, мы показали, что функции 〈P b〉(t) непрерывны на всей
действительной оси для 0 6 b < 3, в том числе и при b = 1 и b = 2.

Заметим, что вопрос о дифференцируемости средних импульса и кинети-

ческой энергии остается открытым, поскольку 〈P 〉 ∼ 〈1/Q2〉 ∼
∫

dpdq

χ4(p, q)
=

= ∞— производная канонического импульса, а также дисперсия кинетиче-
ской энергии и моменты старшего порядка остаются сингулярными. Иными
словами, возвращаясь к космологической интерпретации уравнений динами-
ки, малые неточности в наблюдении текущего состояния вселенной, т. е. при
определении её современного радиуса, приводят к конечной плотности энер-
гии в нулевой момент времени, но при этом погрешность измерения беско-
нечно велика.

Таким образом, малые неточности в измерении начальных данных, учи-
тываемые функциональной механикой, существенно меняют характер дви-
жения, устраняя сингулярности в части наблюдаемых, т. е. функциональная
механика оказывается способом эффективной регуляризации.

Работа выполнена при поддержке гранта Президента РФ (проект НШ № 2928.2012.1_м).
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In the paper the description of infinite movement in the functional formulation of
classical mechanics is investigated. On the example of simple exactly solvable problems
(passing through the barrier and falling in the center) the two classes of problems
of scattering and singularity are considered. The functional mechanics corrections,
arising from scattering, to the mean values and variance of canonical variables are
calculated. In particular in the simplest case of transmission through the barrier the
shift of the mean value coordinate by a constant arises , this constant depends on
the parameters of the barrier, and logarithmic correction to the variance of the free
motion coordinate. Also it is shown, that functional mechanics approach leads to the
elimination of singularities in the kinetic energy of the falling in the center, which is
equivalent to the solution of the Friedman equation in cosmology.
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