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На основе структурной модели решена задача рационального армирования кри-
волинейными волокнами осесимметричной кольцевой пластины в полярной си-
стеме координат. Изучено влияние структурных параметров на предельное на-
гружение конструкции.
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1. Постановка задачи. Напряжённо-деформированное состояние армиро-
ванной пластины в полярной системе координат (ρ, θ) относительно компо-
нент тензоров деформаций ερ, εθ, ερθ и напряжений σρ, σθ, σρθ в осесиммет-
рическом случае (искомые функции не зависят от полярного угла θ) описы-
вается приводимыми ниже соотношениями.

Уравнения равновесия имеют вид

∂σρ
∂ρ

+
σρ − σθ

ρ
= 0,

∂σρθ
∂ρ

+
2

ρ
σρθ = 0. (1)

Пусть армирование выполнено m семействами волокон (m = 1, 2, 3), ϕm —
углы армирования, εm — деформация в волокне, σm — напряжение в волокне,
ωm — интенсивность армирования m-тым семейством волокон. Деформации
в волокне в полярной системе определим по структурной модели [1]

ερ cos
2 ϕm + εθ sin

2 ϕm + ερθ cosϕm sinϕm = εm.

Соотношения Коши, связывающие компоненты тензора деформаций и
компоненты вектора смещений uρ, uθ, в условиях осесимметричной дефор-
мации имеют вид

ερ =
∂uρ
∂ρ

, εθ =
uρ
ρ
, ερθ =

(∂uθ
∂ρ

− uθ
ρ

)

. (2)

Пусть m∗ — некоторое фиксированное число семейств армирующих воло-
кон. Закон Гука для неоднородного армированного материала с числом се-
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мейств армирующих волокон m∗ запишем в виде

σρ = Ω
E

1− ν2
(ερ + νεθ) +

m∗

∑

m=1

σmωm cos2 ϕm,

σθ = Ω
E

1− ν2
(εθ + νερ) +

m∗

∑

m=1

σmωm sin2 ϕm,

σρθ = Ω
E

1 + ν
ερθ +

m∗

∑

m=1

σmωm cosϕm sinϕm, Ω = 1−
m∗

∑

m=1

ωm,

(3)

где E, ν — соответственно модуль Юнга и коэффициент Пуассона связующего
материала.

При наложении дополнительных условий постоянства сечений волокон [2]
интенсивность армирования ωm m-тым семейством волокон удовлетворяет
следующим условиям в полярной системе координат [3]:

∂

∂ρ
(ρωm cosϕm) +

∂

∂θ
(ωm sinϕm) = 0. (4)

В рассматриваемой задаче интенсивность ωm найдём из (4) после задания
уравнений конкретных траекторий армирования ρ = ρ(θ), введения углов
армирования ϕm и начальных условий выхода арматуры.

2. Разрешающая система уравнений. Сформулируем задачу об осесим-
метричной деформации армированной пластины в перемещениях uρ, uθ. Для
этого соотношения (3) подставим в уравнения равновесия (1), предваритель-
но напряжения σm в волокнах найдём по формулам

σm = Em(ερ cos
2 ϕm + εθ sin

2 ϕm + ερθ cosϕm sinϕm),

где Em — модуль Юнга материала m-того семейства волокон.
Напряжения σρ, σθ, σρθ с учётом структурных характеристик примут вид

σρ = m1(ερ + νεθ) +

m∗

∑

m=1

Emωm(ερ cos
2 ϕm + εθ sin

2 ϕm+

+ ερθ sinϕm cosϕm) cos2 ϕm,

σθ = m1(ερ + νεθ) +
m∗

∑

m=1

Emωm(ερ cos
2 ϕm + εθ sin

2 ϕm+

+ ερθ sinϕm cosϕm) sin2 ϕm,

σρθ = m2ερθ +

m∗

∑

m=1

Emωm(ερ cos
2 ϕm + εθ sin

2 ϕm+

+ ερθ sinϕm cosϕm) sinϕm cosϕm.
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Соотношения для напряжений σρ, σθ, σρθ запишем в виде

σρ = a11ερ + a12εθ + a13ερθ, σθ = a12ερ + a22εθ + a23ερθ,

σρθ = a13ερ + a23εθ + a33ερθ

(

m1 = Ω
E

1− ν2
, m2 = Ω

E

1 + ν

)

,
(5)

где введены коэффициенты

a11 = m1 +

m∗

∑

m=1

Emωm cos4 ϕm, a12 = νm1 +

m∗

∑

m=1

Emωm cos2 ϕm sin2 ϕm,

a13 =
m∗

∑

m=1

Emωm cos3 ϕm sinϕm, a22 = m1 +
m∗

∑

m=1

Emωm sin4 ϕm,

a23 =

m∗

∑

m=1

Emωm cosϕm sin3 ϕm, a33 = m2 +

m∗

∑

m=1

Emωm cos2 ϕm sin2 ϕm.

После подстановки (5) в уравнения равновесия (1) с учётом (2) получим от-
носительно компонент перемещений следующую систему дифференциальных
уравнений:

a11
d2uρ
dρ2

+ a13
d2uθ
dρ2

+
(da11

dρ
+

a11
ρ

)duρ
dρ

+
(

−a23
ρ

+
da13
dρ

)duθ
dρ

+

+
(1

ρ

da12
dρ

− a22
ρ2

)

uρ +
(

−1

ρ

da13
dρ

+
a23
ρ2

)

uθ = 0,

a13
d2uρ
dρ2

+
a33
2

d2uθ
dρ2

+
(da13

dρ
+

a23
ρ

+
2a13
ρ

)duρ
dρ

+

+
(

−a33
ρ

+
da33
dρ

+
2a33
ρ

)duθ
dρ

+
(1

ρ

da23
dρ

+
a23
ρ2

)

uρ+

+
(

−1

ρ

da33
dρ

− a33
ρ2

)

uθ = 0.

(6)

К системе (6) присоединим четыре граничных условия на внешнем и внутрен-
нем контурах кольцевой пластины. Пусть на внутреннем контуре при ρ = ρ1
заданы перемещения:

uρ = C∗

1 , uθ = C∗

2 (7)

(при C∗

1 = 0, C∗

2 = 0 имеем жёстко закрепленный вал, при C∗

1 = 0, C∗

2 6= 0—
возможно скручивание вала).

На внешнем контуре ρ = ρ2 заданы радиальное и касательное усилия pn,
pτ . С учётом соотношений (5) и (2) условия на внешнем контуре примут вид

a11
duρ
dρ

+ a12
uρ
ρ

+ a13

(duθ
dρ

− uθ
ρ

)
∣

∣

∣

ρ=ρ2
= pn,

a13
duρ
dρ

+ a23
uρ
ρ

+ a33

(duθ
dρ

− uθ
ρ

)
∣

∣

∣

ρ=ρ2
= pτ .

(8)

Возможны следующие комбинации в граничных условиях: на внутрен-
нем контуре задано одно из усилий и одно из перемещений, на внешнем —
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оставшееся усилие и перемещение. Система (6) и граничные условия (7), (8)
представляют собой обобщённую двухточечную краевую задачу для систе-
мы обыкновенных дифференциальных уравнений. В граничные условия (7),
(8) для общего случая армирования входят как обе неизвестные функции
uρ, uθ, так и их производные. Коэффициенты системы содержат полный на-
бор структурных характеристик материала: число m∗ семейств армирующих
волокон, механические характеристики материалов связующего и волокна,
интенсивность ωm и тригонометрические функции углов армирования ϕm.

3. Армирование по спиралям. Выполним в рамках поставленной задачи
армирование кольцевой пластины по криволинейным траекториям, которые
являются семействами логарифмических и алгебраических спиралей [4]. Для
построения разрешающей системы необходимо определить коэффициенты aij
системы (6). В каждом конкретном случае заданных семейств спиралей вы-
числим интенсивность ωm и углы армирования ϕm.

1. Армирование по семействам логарифмических спиралей. Пусть дано
семейство логарифмических спиралей вида ρ = Cbθ, C — параметр семейства,
b— параметр спирали, при b > 1 спираль развертывается вокруг полюса про-
тив хода часовой стрелки (рис. 1), если b < 1, то спираль закручивается по
часовой стрелке (рис. 2). Вычислим угол армирования

tgϕ =
ρ

ρ′
=

1

ln b
,

то есть для логарифмической спирали угол армирования — некоторая кон-
станта. Определим интенсивность армирования ω1(ρ) из уравнения (4) при
заданных углах армирования, в нем производную по θ вычисляем по формуле

∂

∂θ
=

∂ρ

∂θ

∂

∂ρ

с учётом уравнения траектории ρ = Cbθ. В результате имеем

∂

∂ρ
(ρω1) + ρ

∂

∂ρ
(ω1) = 0. (9)

Рис. 1 Рис. 2
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В (9) частную производную заменяем обычной производной по ρ, так как
исключили зависимость от окружной координаты. Интегрируя (9) с учётом
заданной интенсивности армирования ω0 на внутреннем контуре ρ = ρ1, по-
лучим следующее выражение для интенсивности армирования по логариф-
мической спирали

ω1 = ω0

√

ρ1/ρ.

2. Армирование по семействам спиралей Архимеда. Зададим спираль Ар-
химеда ρ = aθ, a— коэффициент пропорциональности [4]. Иллюстрация кри-
вой приведена на рис. 3. Угол армирования находим из соотношения tgϕ =
= θ = ρ/a, вычисляем sinϕ, cosϕ через tgϕ, после подстановки в (4) получаем
следующее уравнение для интенсивности армирования ω1(ρ):

∂

∂ρ

(

ρω1

1
√

1 + tgϕ2

)

= 0,

оператор дифференцирования по окружной координате вдоль траектории ар-
мирования равен

∂

∂θ
= a

∂

∂ρ
.

Тогда интенсивность армирования в произвольной точке кольцевой пластины
найдем по формуле

ω1 = C
√

1 + tgϕ/ρ.

Пусть на внутреннем контуре ρ = ρ1 задан угол вхождения арматуры ϕ0 и
задана интенсивность армирования ω0, что соответствует условиям техноло-
гического процесса. После вычисления константы интегрирования из условий
на внутреннем контуре пластины интенсивность армирования имеет вид

ω1 =
ω0

√

ρ2
1
+ ρ2 tg2 ϕ0

ρ
√

1 + tgϕ2
.

Для тангенса угла армирования получим выражение tgϕ = (ρ/ρ1) tgϕ0.

3. Спираль Ферма. Спираль Ферма задается уравнением ρ2 = a2θ, a—
коэффициент пропорциональности. Для тангенса угла армирования получим
выражение tgϕ = 2ρ2/a2. С учётом условий на внутреннем контуре опреде-
ляем параметр a2: a2 = 2ρ1/tgϕ0, ограничение на условия на внутреннем
контуре tgϕ0 > 0.

Оператор дифференцирования по окружной координате вдоль траекто-
рии армирования определим по формуле

∂

∂θ
=

a2

2ρ

∂

∂ρ
.

Тогда уравнение для интенсивности армирования ω(ρ) в произвольной точке
кольцевой пластины примет вид

∂

∂ρ

ρω
√

a4 + 4ρ4
+

1

ρ

∂

∂ρ

ρ2ω
√

a4 + 4ρ4
= 0. (10)
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Найдём решение уравнения (10):

ω = C1

√

a2 + 2aρ+ 2ρ2
√

a2 − 2aρ+ 2ρ2
√

ρ3
.

Сформулированные выше условия на внутреннем контуре дают соотношения
для определения константы интегрирования, и окончательно для интенсив-
ности армирования по спирали Ферма имеем

ω =
ω0

√

ρ3
1

√

a2 + 2aρ1 + 2ρ2
1

√

a2 − 2aρ1 + 2ρ2
1

√

a2 + 2aρ+ 2ρ2
√

a2 − 2aρ+ 2ρ2
√

ρ3
,

где a2 = 2ρ1/tgϕ0.
Вид траектории армирования по спирали Ферма приведен на рис. 4.

Рис. 3 Рис. 4

4. «Велоколесо». Спицы велоколеса в полярной системе координат пред-
ставляют семейство прямых, заданных уравнением ρ = a/sin θ, где a— кон-
станта, параметр велоколеса, −π < θ < 0, θ 6= π/2. Вычислим ρ′θ, найдём θ
через ρ из уравнения траектории: θ = arcsin a/ρ, получим выражение танген-
са угла армирования tgϕ = − tg θ через полярный радиус

tgϕ = ∓ a
√

ρ2 − a2
.

Оператор дифференцирования по окружной координате вдоль траектории
армирования равен

∂

∂θ
= −a cos θ

sin2 θ

∂

∂ρ
.

В результате условие постоянства сечений волокон примет вид

∂

∂ρ

(

ω1

√

ρ2 − a2
)

+ ρ
√

ρ2 − a2
∂

∂ρ

(ω1

ρ

)

= 0.
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Пусть ρ1 — внутренний радиус кольцевой пластины, θ0 — заданный угол выхо-
да, тогда a = ρ1 sin θ0. C учетом условий на внутреннем контуре ω1

∣

∣

ρ=ρ1
= ω0

получим интенсивность армирования

ω1 =
ω0

√
ρ(ρ21 − (ρ1 sin θ0)

2)1/4
√
ρ1(ρ2 − (ρ1 sin θ0)2)1/4

.

Армирование вдоль спиц велоколеса для кольцевой пластины находит
применение в современной промышленности. В настоящей работе рассмат-
ривается армирование по траекториям, представляющим комбинации спиц
велоколеса и семейств рассмотренных выше спиралей.

5. Изогональное армирование. Наряду с криволинейными структурами
армирования по спиралям, рассматриваемыми в кольцевых пластинах, стро-
им изогональные траектории армирования (т.е. линии, пересекающие кри-
вые данного однопараметрического семейства под одним и тем же заданным
углом α = arctgk) [5]. Процедура нахождения изогональных траекторий к
данным координатным линиям криволинейной ортогональной системы коор-
динат описана в монографии [6].

Для семейства логарифмических спиралей семейство изогональных к ним
траекторий описывается уравнением вида

ρ = C1 exp
(1− k

1 + k
θ
)

,

где C1 — произвольная константа, k = tgα. Иллюстрации армирования кон-
центрического кольца по логарифмическим спиралям и изогональным им
траекториям для значений k = 3, k = 0,7 приведены на рис. 5, 6, где па-
раметр семейств траекторий принимает три значения, изогональные траек-
тории изображены пунктирными линиями.

Для семейств спиралей Архимеда уравнение изогональных траекторий
имеет вид

ρ = C2e
−kθ(1 + kθ)2/k,

Рис. 5 Рис. 6
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Рис. 7 Рис. 8

где C2 — произвольная константа. Армирование по спиралям Архимеда и изо-
гональным им траекториям в кольцевой пластине для значений k = 0,7,
k = 1,4 приведены на рис. 7, 8.

Коэффициенты системы (6) учитывают способы армирования семейства-
ми волокон в направлении любых изогональных траекторий, что дает широ-
кое разнообразие структур армирования и позволяет в рамках единой схемы
решения (6) получать композиционную конструкцию с заранее заданными
свойствами.

4. Условия прочности армированного материала. Проверка условий разру-
шения упруго армированного материала имеет свои особенности [7]. Сформу-
лируем кратко условия прочности армированного материала. Пусть материал
изотропного связующего имеет различные пределы прочности при растяже-
нии σ+

c и сжатии σ−

c . Тогда в случае плоского напряжённого состояния усло-
вие прочности Баландина для неоднородного материала через напряжения
σc
ρ, σ

c
θ, σ

c
ρθ в связующем для полярной системы координат имеют вид

(σc
ρ)

2 + (σc
θ)

2 − σc
ρσ

c
θ + 3(σc

ρθ)
2 + (σ−

c − σ+
c )(σ

c
ρ + σc

θ) < σ+
c σ

−

c . (11)

Левую часть соотношения (11) назовём функцией Баландина.
Для семейств армирующих волокон предполагаем, что пределы прочно-

сти (текучести) m-того семейства волокон при растяжении σ+
m и сжатии σ−

m
различны. Армирующие семейства волокон остаются упругими, если выпол-
няются неравенства [8]

−σ−

m < Em(ερl
2
1m + 2ερθl1ml2m + εθl

2
2m) < σ+

m. (12)

В (12) использованы обозначения lm1 = cos(ϕm), lm2 = sin(ϕm), где m—
число семейств армирующих волокон, Em — модуль Юнга m-того семейства
волокон. Таким образом, для проверки прочности армированного материа-
ла необходимо анализировать два условия: условие на прочность материала
связующего (11) и условие на прочность армирующих волокон (12).
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На основании вышеизложенного следует ввести понятие предельного упру-
гого состояния в некоторой точке рассматриваемой конструкции, по дости-
жении которого хотя бы в одной точке либо в связующем, либо в волокне
происходит выход за пределы упругости (напряжение превышает предел те-
кучести). В данной точке может возникнуть микроразрушение.

5. Численное решение задачи. Численную схему строим относительно
обезразмеренных переменных: линейный размер пластины относим к внешне-
му радиусу, в соотношениях для напряжений все величины относим к макси-
мальному модулю Юнга армирующих семейств волокон. Система (6) и сфор-
мулированные граничные условия представляют собой обобщенную двух-
точечную краевую задачу для системы обыкновенных дифференциальных
уравнений. Коэффициенты в (6) содержат полный набор структурных харак-
теристик: число семейств армирующих волокон, механические характеристи-
ки материалов связующего и волокон, интенсивность и тригонометрические
функции углов армирования.

Рис. 9

Рис. 10

Для численного решения обезразмерен-
ная система (6) сводилась к системе четы-
рёх дифференциальных уравнений первого
порядка, затем строилась разностная схема,
аппроксимирующая систему дифференци-
альных уравнений и краевые условия со вто-
рым порядком точности. Полученная при
этом система линейных уравнений с трех-
диагональной матрицей коэффициентов ре-
шается методом ортогональной прогонки [9].

Постановка задачи свелась к реализации
единой схемы, которая учитывает её раз-
нообразные механические формулировки и
различные способы армирования.

В численном эксперименте рассмотрена
кольцевая пластина с тремя типами струк-
тур армирования: траекториями армирова-
ния являются семейства спиралей Архиме-
да и логарифмических спиралей (I) (рис. 9),
семейство спиралей Архимеда и «спицы
велоколеса» (II), семейство логарифмиче-
ских спиралей и «спицы велоколеса» (III)
(рис. 10). В качестве материала связующе-
го выбран алюминий, армирование произво-
дится стальными волокнами. Механические
характеристики металлокомпозита [10] и за-

Таблица 1
Механические и геометрические характеристики композита

Amp ν E, ГПА E1, ГПА E2, ГПА ω01 ω02 tgϕ0

−2,0 0,3 70,0 200,0 200,0 0,3 0,3 0,7
−1,5 0,3 70,0 200,0 200,0 0,05 0,04 0,7
0,5 0,3 70,0 200,0 200,0 0,32 0,1 0,7
2,0 0,3 70,0 200,0 200,0 0,51 0,18 0,7
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Рис. 11. Структура I Рис. 12. Структура II

Рис. 13. Структура III

даваемые геометрические параметры кон-
струкции представлены в табл. 1. Зна-
чения средней прочности для материала
связующего σ+

c составляет 0,29 ГПА, для
стальных волокон пределы прочности при
растяжении σ+

1
= 0,8 ГПА, при сжатии

σ−

1
= 0,4 ГПА. На внутреннем конту-

ре ставятся условия жесткой заделки. На
внешнем контуре задаются нормальное и
тангенциальное усилия pn, pτ . В гранич-
ных условиях примем pn/pτ = Amp, чис-
ло Amp назовём амплитудой внешней на-
грузки, полагаем величину усилия pn =
= 1 МПА. Изучаем, как влияет измене-

ние амплитуды на достижение предельной нагрузки согласно критериям (11),
(12) для трёх рассматриваемых структур армирования.

На рис. 11–13 для четырёх типов начальных интенсивностей армирования
ω01, ω02 при фиксированной внешней нагрузке показаны значения функции
Баландина в безразмерных переменных. Как видим, структура III допуска-
ет значительное увеличение внешней нагрузки для всех начальных значений
интенсивностей армирования, в отличие от двух других структур, в которых
происходит приближение к предельному состоянию. Можем сделать вывод,
что при фиксированном материале и уровне нагружения при заданных гра-
ничных условиях наиболее предпочтительной является структура армирова-
ния III.

Для анализа рассматриваемых структур армирования (I–III) введём ха-
рактеристику, которую назовём степенью нагружения волокна P , определив
её как отношение напряжений в волокне к пределу прочности соответствую-
щего материала, выраженную в процентах. Задавшись значениями амплиту-
ды внешней нагрузки и начальными условиями выхода арматуры, получим
следующие зависимости P для названных структур армирования (табл. 2).

Численные эксперименты показали, что за счёт управления геометриче-
скими параметрами пластины и криволинейной укладкой семейств армирую-
щих волокон можно получить конструкцию с заранее заданными свойствами.
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Таблица 2
Степень нагружения волокна P , выраженная в процентах

ω01 = 0,3, ω01 = 0,05, ω01 = 0,1,
структура

ω02 = 0,3 ω02 = 0,0376 ω02 = 0,318

I 6 40 6
II 9 70 10
III 14 80 22

Предложенная методика позволяет прогнозировать поведение композита при
различных вариантах механических свойств связующего и волокна, началь-
ных стадий технологического процесса, выбора различных криволинейных
траекторий армирования и их количества, размера внутреннего отверстия
кольцевой пластины.
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