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Н.Н. Боголюбовым были открыты микроскопические решения уравнения Больц-
мана—Энскога в кинетической теории упругих шаров. Они имеют вид сумм
дельта-функций и соответствуют точной микроскопической динамике. Однако
это было сделано на «физическом» уровне строгости. В частности, не обсуж-
дались произведения обобщённых функций в интеграле столкновений. В данной
работе микроскопическим решениям придаётся строгий смысл при помощи вве-
дения регуляризации. Также из уравнения Власова выведены новые кинетиче-
ские уравнения для газа из упругих шаров.
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Введение. В известной работе Н. Н. Боголюбова [1] (см. также [2]) показа-
но, что кинетическое уравнение Больцмана—Энскога для функции плотности
газа из упругих шаров имеет микроскопические решения. Эти решения име-
ют вид сумм дельта-функций и соответствуют динамике отдельных шаров
(микроскопической динамике). Факт наличия таких решений является уди-
вительным, поскольку считается, что уравнение Больцмана—Энскога опи-
сывает динамику газа лишь в приближении малой плотности. Эти решения
показывают, что данное кинетическое уравнение включает в себя и точную
микроскопическую динамику. Кроме того, микроскопическая динамика обра-
тима по времени, в то время как уравнение Больцмана—Энскога описывает
необратимую динамику и возрастание энтропии.

Однако микроскопические решения определены Н. Н. Боголюбовым на
«физическом» уровне строгости. Основной целью настоящей работы является
придание строгого смысла этим решениям. Один из способов приведён нами
в более ранней работе [3]. Здесь мы приведём другой, более естественный
способ. Он основан на понятии мягкого решения.

Также мы получим новые кинетические уравнения для газа из упругих
шаров, рассматривая потенциал упругих шаров для уравнения Власова (ко-
торое также имеет микроскопические решения, что было показано самим
А. А. Власовым [4]). Они применимы в другой физической ситуации, нежели
уравнение Больцмана—Энскога.

1. Уравнение Больцмана—Энскога. Кинетическое уравнение Больцмана—
Энскога, описывающее динамику газа из упругих шаров, имеет вид

∂f

∂t
= −v1

∂f

∂r1
+Q(f, f), (1)
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Q(f, f)(r1, v1, t) = na2
∫

(v21,σ)>0
(v21, σ)[f(r1, v

′
1, t)f(r1 + aσ, v′2, t)−

−f(r1, v1, t)f(r1 − aσ, v2, t)]dσdv2.

Здесь f = f(r1, v1, t)— функция плотности шаров в фазовой точке (r1, v1), где
r1 — пространственные координаты шара (т.е. координаты его центра), v1 —
скорость шара. Для простоты (чтобы не брать во внимание граничные эф-
фекты) будем считать, что газ заключён в трёхмерный тор T

3. Тогда r1 ∈ T
3,

v1 ∈ R
3, t ∈ R, n, a > 0 — положительные постоянные. Постоянная a— радиус

шара.
Смысл постоянной n зависит от нормировки функции f . Если функция

f нормирована на единицу, т.е.
∫

fdr1dv1 = 1 (тогда f — функция плотности
вероятности), то n— число шаров в газе (обозначим его через N). Если f
нормирована на число шаров N , то n = 1. Если f нормирована на объём
V ёмкости, в которую заключён газ (в нашем случае это трёхмерный тор,
но для общности не выписываем явную формулу объёма), то n = N/V —
концентрация шаров. В такой нормировке и будем работать.

Пусть

v′1 = v1 + (v21, σ)σ, v′2 = v2 − (v21, σ)σ,

v21 = v2−v1, σ ∈ S2 (S2 — двухмерная сфера), (·, ·)— скалярное произведение;
v1 и v2 имеют смысл скоростей первого и второго шара до столкновения; v′1 и
v′2 — после столкновения; σ имеет смысл единичного вектора, направленного
из центра второго шара в центр первого шара. Выражение Q(f, f) называется
интегралом столкновений.

От более известного уравнения Больцмана уравнение Больцмана—Энско-
га отличается тем, что шары имеют ненулевой радиус a. Уравнение Больц-
мана формально получается из уравнения Больцмана—Энскога в пределе
Больцмана—Грэда: n → ∞, a → 0, na2 = const. Можно также показать,
что в этом пределе решения уравнения Больцмана—Энскога стремятся к ре-
шениям уравнения Больцмана [5].

Определение.

1) Под классическим решением уравнения Больцмана—Энскога понима-
ется функция f(r1, v1, t) класса C1(T3 ×R

3 × [0,∞)), удовлетворяющая
уравнению (1);

2) Под мягким решением уравнения Больцмана—Энскога понимается функ-
ция f(r1, v1, t) класса C([0,∞);L1(T3 × R

3)), удовлетворяющая уравне-
нию

f(r1, v1, t) = f0(r1 − v1t, v1) +

∫ t

0
Q(f, f)(r1 − v1(t− s), v1, s) ds, (2)

где f0(r1, v1) ∈ L1(T3 × R
3)— начальная функция.

Очевидно, классическое решение, если оно интегрируемо, также является
и мягким: в этом случае интегро-дифференциальное уравнение (1) эквива-
лентно интегральному уравнению (2). Мягкое решение, если оно непрерывно
дифференцируемо, также является и классическим. Чтобы это увидеть, до-
статочно продифференцировать уравнение (2). Доказана глобальная теорема
существования мягкого решения [5].
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2. Микроскопические решения. Рассмотрим (обобщённые) функции вида

f(r1, v1, t) = n−1
N
∑

i=1

δ(r1 − qi(t), v1 − wi(t)), (3)

где q1(t), w1(t), . . . , qN (t), wN (t)— координаты и скорости N шаров в момент
t (под координатой шара понимается координата его центра). Здесь δ(r, v) ≡
δ(r)δ(v) — шестимерная дельта-функция, δ(r) и δ(v) — трёхмерные дельта-
функции. Зависимость от времени в (3) задаётся законами движения упругих
шаров. Всегда будем предполагать, что начальные условия qi(0) = q0i , wi(0) =
= w0

i , i = 1, . . . , N , таковы, что |q0i − q0j | > a при i 6= j, т.к. шары твёрдые и не

могут проникать друг в друга. В этом случае неравенство |qi(t) − qj(t)| > a
при i 6= j выполнено для произвольного момента времени.

Таким образом, набор функций (q1(t), . . . , wN (t)) задаёт траекторию дви-
жения N упругих шаров в фазовом пространстве. На «физическом» уровне
строгости Н. Н. Боголюбов показал, что функции (3) являются решения-
ми уравнения Больцмана—Энскога. Эти решения называются микроскопиче-
скими, поскольку они соответствуют точной динамике отдельных шаров, т.е.
микродинамики. В противоположность этому классические решения кинети-
ческого уравнения описывают динамику газа упругих шаров на макроскопи-
ческом уровне.

Говоря об индивидуальных траекториях, мы исключаем траектории, ко-
торые на рассматриваемом конечном промежутке времени приводят к трой-
ным столкновениям или к бесконечному числу парных столкновений. Можно
показать, что мера таких траекторий равна нулю [6].

Помимо того что кинетическое уравнение содержит точную динамику ша-
ров, удивительным здесь является то, что микроскопические решения обра-
тимы по времени: если f(r1, v1, t) — микроскопическое решение, то f(r1,−v1,
−t)— другое микроскопическое решение (следствие обратимости динамики
шаров). Напротив, классические и мягкие решения уравнения Больцмана—
Энскога описывают необратимую динамику газа и возрастание энтропии.

Строгое определение того, в каком смысле (3) является решением (1),
наталкивается на трудности. Формальная подстановка даёт в правой части
произведение дельта-функций, что, как известно, математически некоррект-
но. В левой части мы тоже получим произведения сингулярных обобщённых
функций: по правилу дифференцирования сложной функции в левую часть
будут входить слагаемые вида (∂f/∂wi) · (dwi/dt). Поскольку скорости wi(t)
меняются скачкообразно, то эти слагаемые будут представлять собой произ-
ведения дельта-функций и их производных.

Более естественно понимать функции (3) как решения уравнения (1) в ин-
тегральном смысле, т.е. как решения уравнения (2). Тогда левая часть опре-
делена корректно как обобщённая функция.

Но в правой части остаются произведения обобщённых функций. Поэто-
му строгий смысл микроскопическим решениям удаётся придать, только ес-
ли рассматривать предел подстановки в (2) сумм дельта-образных гладких
функций.

Теорема. Рассмотрим функции

f(r1, v1, t) = n−1
N
∑

i=1

δ(r1 − qi(t), v1 − wi(t)),
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fε(r1, v1, t) = n−1
N
∑

i=1

δε(r1 − qi(t), v1 − wi(t)),

f0(r1, v1) = n−1
N
∑

i=1

δ(r1 − q0i , v1 − w0
i ),

где q0i = qi(0), wi(0) = w0
i , i = 1, . . . , N , δε ∈ D(T3×R

3) — дельта-образное се-
мейство функций (D — пространство бесконечно дифференцируемых функ-
ций с компактным носителем), т.е. δε → δ при ε → 0 в D(T3 ×R

3).
Тогда для всех t в пространстве обобщённых функций D′(T3×R

3) имеет
место предел

lim
̺→0

lim
ε→0

∫ t

0
Q̺(fε, fε)[r1 − v1(t− s), v1, s] ds = f(r1, v1, t)− f0(r1 − v1t, v1), (4)

Q̺(fε, fε) = na2
∫

(v21,σ)>0
(v21, σ)[fε(r1, v

′
1, t)fε(r1 + (a+ ̺)σ, v′2, t)−

−fε(r1, v1, t)fε(r1 − (a+ ̺)σ, v2, t)]dσdv2.

(5)

Док а з ат е л ь ств о. Пусть D(q01, w
0
1 , . . . , q

0
N , w0

N )— произвольная беско-
нечно дифференцируемая и финитная функция, удовлетворяющая условию

∫

GN

D(q01, . . . , w
0
N ) dq01 . . . dw

0
N = 1,

где G = T
3 × R

3, и равная нулю, если |q0i − q0j | < a при i 6= j. Она имеет
смысл начальной функции плотности системы N шаров. Пусть также она
симметрична относительно перестановок пар (q0i , w

0
i ). Тогда функции

F1(r1, v1,0) = V

∫

GN−1

D(q01, . . . , w
0
N ) dq02 . . . dw

0
N ,

F2(r1, v1, r2, v2,0) = V 2
(

1−
1

N

)

∫

GN−2

D(q01, . . . , w
0
N ) dq03 . . . dw

0
N

суть одно- и двухчастичные функции плотности соответственно. Они удовле-
творяют уравнению (первому уравнению цепочки Боголюбова для упругих
шаров) [1, 7]

F1(r1, v1, t) = F1(r1 − v1t, v1,0) +

∫ t

0
Q2(F2)(r1 − (t− s)v1, v1, s) ds,

Q2(F2)(r1, v1, t) = na2 lim
̺→0

∫

(v21,σ)>0
(v21, σ)[F2(r1, v

′
1, r1 + (a+ ̺)σ, v′2, t)−

− F2(r1, v1, r1 − (a+ ̺)σ, v2, t)]dσdv2. (6)
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В D(T3 × R
3) имеет место соотношение

F1(r1, v1, t) =

∫

GN

f(r1, v1, t)D(q01 , . . . , w
0
N ) dq01 . . . dw

0
N .

При |r2 − r1| > a также имеет место предел

F2(r1, v1, r2, v2, t) = lim
ε→0

∫

GN

fε(r1, v1, t)fε(r2, v2, t)D(q01 , . . . , w
0
N ) dq01 . . . dw

0
N .

(7)
Подставляя эти соотношение в первое уравнение цепочки Боголюбова, полу-
чаем

∫

GN

[f(r1, v1, t)−f0(r1−v1t, v1)− lim
̺→0

lim
ε→0

∫ t

0
Q̺(fε, fε)(r1−(t−s)v1, v1, t)ds]×

×D(q01, . . . , w
0
N ) dq01 . . . w

0
N = 0.

В силу произвольности функции D и непрерывной зависимости от q01 , . . . , w
0
N

выражения в квадратных скобках (как обобщённой функции) отсюда следует
тождественное равенство нулю этого выражения. �

Замечание. Обычно третий аргумент функции F2 под интегралом столк-
новений (6) выглядит как r1 ± aσ. Однако всегда под этой записью подразу-
мевается r1 ± (a + 0)σ ≡ lim̺→0[r1 ± (a + ̺)σ]. Это связано с тем, что двух-
частичная функция плотности F2(r1, v1, r2, v2) разрывна при |r1 − r2| = a.
В самом деле, F2(r1, v1, r2, v2) = 0 при |r1−r2| < a (шары не могут проникать
друг в друга), но может быть F2(r1, v1, r2, v2) > 0 при |r1 − r2| = a+ 0.

Добавка +̺ в аргументах функции fε в интеграле столкновения (5) и
устремление ̺ к нулю уже после предельного перехода ε → 0 являются важ-
ными для того, чтобы предел (4) не зависел от выбора регуляризации дельта-
функции δε. Это связано с тем, что равенство (7), вообще говоря, неверно при
|r1 − r2| = a для произвольной регуляризации (вследствие разрывности F2 в
этих точках). При наличии добавки +̺ в интеграле столкновения достаточно
выполнения равенства (7) только при |r1 − r2| > a.

Замечание. Можно также доказать теорему через непосредственные пре-
образования выражений (4), (5) с регуляризованными дельта-функциями,
не используя первое уравнение цепочки Боголюбова. Доказательство будет
опубликовано в дальнейших работах.

3. Предел упругих шаров для кинетического уравнения Власова. Другим
кинетическим уравнением, обладающим микроскопическими решениями, яв-
ляется уравнение Власова:

∂f

∂t
= −v1

∂f

∂r1
+ n

∂f

∂v1

∫

∂Φ(|r1 − r2|)

∂r1
f(r2, v2, t)dr2dv2. (8)

Наличие у этого уравнения решений вида (3), где qi(t) и wi(t), i = 1, . . . , N ,
являющихся решениями уравнений движения

q̇i(t) = wi(t), ẇi(t) = −
∑

i 6=j

∂Φ(|qi(t)− qj(t)|)

∂qi(t)
(9)
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(для простоты положили массу частицы равной единице), было открыто са-
мим А. А. Власовым [4].

Считается, что потенциал Φ— дальнодействующий. Однако возьмём по-
тенциал специального (короткодействующего) вида:

Φε(x) = K

∫ +∞

−∞

θ(a− y)ωε(x− y)dy, (10)

где K,a > 0, θ(x)— функция Хевисайда (функция-«ступенька»), ωε(x)— про-
извольная финитная функция, стремящаяся к δ(x) при ε → 0.

Таким образом, потенциал Φε представляет собой сглаженную версию
потенциала-«ступеньки» Φ0(x) = Kθ(a − x), при больших K соответству-
ющего потенциалу упругих шаров. Если мы имеем систему конечного числа
шаров в заданном состоянии, то K может быть выбрано бо́льшей, чем энергия
системы. Тогда решения системы уравнений (9) с потенциалом Φε в пределе
ε → 0 переходят в траектории упругих шаров.

Исследуем предел уравнения Власова (8) с потенциалом (10) при ε → 0.

Теорема.

lim
ε→0

∫

∂Φε(|r1 − r2|)

∂r1
f(r2, v2, t) dr2dv2 = a2K

∫

S2×R3

f(r1 + aσ, v2, t)σdσdv2.

Док а з ат е л ь ств о.

∂Φε(|r1 − r2|)

∂r1
= Φ′

ε(|r1 − r2|)
∂|r1 − r2|

∂r1
= Φ′

ε(|r1 − r2|)
r1 − r2
|r1 − r2|

,

lim
ε→0

Φ′
ε(x) = K

dθ(a− x)

dx
= −Kδ(x− a).

Итак,

lim
ε→0

∫

∂Φε(|r1 − r2|)

∂r1
f(r2, v2, t) dr2dv2 =

= K

∫

f(r2, v2, t)
r2 − r1
|r2 − r1|

δ(|r2 − r1| − a)dr2dv2.

Выполняя замену переменных r2 = r1 + R, dr2 = dR = |R|2d|R|dσ, где σ =
= R/|R| ∈ S2, и интегрируя по |R|, получаем утверждение теоремы. �

Таким образом, в рассматриваемом пределе мы получили уравнение

∂f

∂t
= −v1

∂f

∂r1
+ na2K

∂f

∂v1

∫

S2×R3

f(r1 + aσ, v2, t)σdσdv2. (11)

Оно отличается от уравнения Больцмана—Энскога. По-видимому, уравнение
(11) описывает кинетику газа в другой физической ситуации. Представляет
интерес исследование области применимости уравнения (11).

Отметим, что, в отличие от уравнения Больцмана—Энскога и уравнения
Власова до предельного перехода ε → 0, уравнение (11) не имеет микро-
скопических решений. Также, в отличие от уравнения Больцмана—Энскога,
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уравнение (11) обратимо (т.е. если f(r1, v1, t)— решение (11), то f(r1,−v1,
−t)— тоже решение (11)).

Осуществим предельный переход n → ∞, K → ∞, a → 0, na3K =
= α(43π)

−1 = const 6= 0 (т. е. предел бесконечной концентрации, бесконечно
высокого потеницального барьера, что, собственно, и отвечает случаю упру-
гих шаров, и бесконечно малого радиуса шаров). Раскладывая тогда f(r1 +
+ aσ, v2, t) по формуле Тейлора возле точки a = 0

f(r1 + aσ, v2, t) = f(r1, v2, t) + a
∂f

∂r1
(r1, v2, t)σ + o(a)

и интегрируя по σ, получаем в этом пределе уравнение

∂f

∂t
= −v1

∂f

∂r1
+ α

∂f

∂v1

∫

R3

∂f(r1, v2, t)

∂r1
dv2. (12)

Можно показать, что при гидродинамической подстановке

f(r, v, t) = ρ(r, t)δ(v − V (r, t))

это уравнение переходит в гидродинамическое уравнение Эйлера для сжима-
емой жидкости.

Заключение. Мы придали строгий смысл микроскопическим решениям
уравнения Больцмана—Энскога, которое описывает динамику газа из упру-
гих шаров. Эти решения понимаются как предел (4). Также, перейдя к пре-
делу потенциала упругих шаров для уравнения Власова, мы получили новые
кинетические уравнения (11) и (12). В отличие от уравнения Больцмана—Эн-
скога, они обратимы по времени, и, по-видимому, описывают кинетику газа
в другой физической ситуации.

В заключение отметим, что данная работа разивает идеи функциональной
механики И. В. Воловича [8, 9] (см. также [10–13]). В функциональной меха-
нике в качестве фундаментального уравнения классической физики предла-
гается уравнение Лиувилля или более общее уравнение Фоккера—Планка—
Колмогорова [14]. Здесь же мы фактически предлагаем постулировать кине-
тическое уравнение Больцмана—Энскога (если рассматриваемая система —
упругие шары), которое включает в себя как необратимую динамику газа
как целого, так и обратимую динамику отдельных шаров.

А. А. Власов в качестве фундаментального уравнения классической фи-
зики предлагает своё уравнение [4]. В развитие этих идей в работе [15] в
качестве таковых предлагаются системы уравнений Власова—Янга—Миллса
и Власова–Эйнштейна. В нашем частном случае мы также можем постули-
ровать кинетическое уравнение Власова с регуляризованным потенциалом
упругих шаров (10), но оно, как и микродинамика, обратимо, и в пределе
из него, как мы показали, получается не уравнение Больцмана—Энскога, а
другое кинетическое уравнение.

Также можно сравнить полученные результаты с теоремами о диффузии
В. В. Козлова [16, 17] для бесстолкновительной сплошной среды в ограни-
ченном объёме. Динамика среды задаётся уравнением Лиувилля. Если мы
рассмотрим некоторое решение этого уравнения, имеющее вид суммы дельта-
функций, то в соответствии с теоремой Пуанкаре о возвращении решение бу-
дет периодическим или почти периодическим. Если же мы будем рассматри-
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вать решения в классе интегрируемых функций, то пространственная плот-
ность на больших временах будет сходиться к равномерной в смысле сла-
бого предела. Таким образом, асимптотические свойства динамики зависят
от функционального класса решений. Но в любом случае уравнение Лиувил-
ля обратимо по времени. В случае же уравнения Больцмана—Энскога само
свойство обратимости или необратимости зависит от функционального клас-
са решений.
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N.N. Bogolyubov discovered microscopic solutions of the Boltzmann–Enskog equation
in kinetic theory of hard spheres. These solutions have the form of sums of the delta-
functions and correspond to the exact microscopic dynamics. However, this was done
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