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Предложен вид потенциала, создаваемого квантовым кольцом, для которого
можно получить аналитическое решение стационарного уравнения Шрёдингера.
Найдено решение соответствующей задачи на собственные значения в терми-
нах функций Хойна. Получено выражение для энергетических уровней невзаимо-
действующих электронов в квантовом кольце в присутствии магнитного поля.
Рассмотрены возможные сферы применения данной модели.

Ключевые слова: квантовое кольцо, магнитное поле, квазиточнорешаемые мо-
дели квантовой механики.

Введение. В связи с развитием электроники и нанотехнологий возрос ин-
терес к моделированию квантовых низкоразмерных систем с целью их изу-
чения и дальнейшего использования. Поскольку создаваемые на практике
наноструктуры обладают очень широким многообразием форм и размеров,
определить вид потенциала, ограничивающего движение в них заряженных
частиц (электронов), чрезвычайно трудно, поэтому нужны математические
модели, позволяющие получать точные (или почти точные) решения. Тогда,
сравнивая результаты эксперимента и модельного расчета, можно получить
значения параметров модельного потенциала для конкретных структур и
применять их в дальнейшем.

К числу почти точно или квазиточнорешаемых задач относятся такие за-
дачи, в которых в явном замкнутом виде удается получить не весь спектр ис-
следуемой системы, а только его некоторую часть [1]. Часто это выражается
в том, что для исследуемого спектра системы получается некоторое рекур-
рентное соотношение, позволяющее вычислить требуемый участок точно или
асимптотически точно, решая численно некоторые трансцендентные уравне-
ния. Точно решаемые модели в квантовой физике важны сами по себе как
модели реальных систем. Эти модели позволяют провести проверку точности
численных процедур решения соответствующих дифференциальных уравне-
ний и качества используемых приближений. Кроме того, они важны для
оценки вкладов и поправок, вносимых в процессе аналитических расчетов
методами теории возмущений. В работах [2, 3] предложены точно решаемые
модели, которые могут быть использованы для изучения свойств квантовых
колец и квантовых точек, находящихся в магнитном поле.

В некоторых подходах к решению нестационарного уравнения Шрёдинге-
ра требуется базис из собственных функций, являющихся решениями стаци-
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онарной задачи [4]. Однако существует не так много типов потенциалов, для
которых можно получить аналитическое решение. В данной работе предла-
гается следующая параметризация потенциала квантового кольца:

V (r) =
a−2

r2
+
a−1

r
+ a1r + a2r

2 + V0, (1)

где a−2, a−1, a1, a2, V0 — некоторые константы.

1. Постановка задачи. Рассматривается модель невзаимодействующих элек-
тронов, движущихся в аксиально-симметричном квантовом кольце, характе-
ризуемом внутренним и внешним радиусами R1 и R2, в присутствии посто-

янного магнитного поля ~B, перпендикулярного плоскости кольца (рис. 1).
Задана цилиндрическая система координат с началом отсчёта в центре коль-
ца. Считается, что высота кольца достаточно мала, чтобы кольцо можно было
считать плоским и не учитывать зависимость поля от переменной z. Ставится
задача на собственные значения для стационарного уравнения Шрёдингера

Ĥψ(r, ϕ) = Eψ(r, ϕ) (2)

с гамильтонианом следующего вида:

Ĥ =
~
2

2µ

(
−1

r

∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
− 1

r2
∂2

∂2ϕ
− i

qB

~

∂

∂ϕ
+
q2B2

4~2
r2
)
+ V (r),

где ~ — постоянная Планка, µ— эффективная масса электрона, B — индук-
ция магнитного поля, V (r)— модельный потенциал. Ψ-функция должна удо-
влетворять граничным условиям для радиальной составляющей ψ(0, ϕ) =
= ψ(∞, ϕ) = 0, условию периодичности ψ(r, ϕ) = ψ(r, ϕ + 2π) и условию

Рис. 1. Модель квантового кольца
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нормировки

〈ψ(r, ϕ)|ψ(r, ϕ)〉 =
∫

2π

0

∫
∞

0

ψ∗(r, ϕ)ψ(r, ϕ)rdrdϕ = 1.

2. Переход к уравнению Хойна. Волновая функция ищется в виде про-
изведения функции, зависящей от r, и фазового множителя, зависящего от
угла ϕ:

ψ(r, ϕ) = eimϕf(r)/
√
2π, (3)

где m— магнитное квантовое число. При этом f(r) оказывается нормиро-
ванной на единицу. После подстановки (3) в (2) получается уравнение для
радиальной части волновой функции:

r2
d2

d2r
f(r) + r

d

dr
f(r)− (C2

0 + C1r + C2r
2 + C3r

3 + C4
4r

4)f(r) = 0, (4)

где введены следующие обозначения:

C0 =
(
m2 +

2µa−2

~2

)
, C1 =

2µa−1

~2
, C2 =

qBm

~
− 2µ(E − V0)

~2
,

C3 =
2µa1
~2

, C4 =
(q2B2

4~2
+

2µV0
~2

)
.

(5)

Подставив в (4) решение в виде

f(r) = exp
(
−r(C

4
4r + C3)

2C2
4

)
rC0w(r),

получим дифференциальное уравнение второго порядка относительно w(r):

r
d2

d2r
w(r) +

(
1 + 2C0 −

C3

C2
4

r − 2C2
4r

2
) d
dr
w(r)+

+

(( C2
3

4C4
4

− 2C2
4 (C0 + 1)− C2

)
r − C3(2C0 + 1)

2C2
4

− C1

)
w(r) = 0.

Перейдём от переменной r к x = C4r и набора констант C0, C1, C2, C3, C4

к α, β, γ, δ так, что

α = 2C0, β =
C3

C3
4

, γ =
C2
3 − 4C2C

4
4

4C6
4

, δ =
2C1

C4

, (6)

в результате получится биконфлюэнтное уравнение Хойна (в литературе так-
же упоминается как уравнение Гойна [5]) в канонической форме:

x
d2

d2x
w(x) +

(
1 + α− βx− 2x2

) d

dx
w(x)+

+

(
(γ − α− 2)x− 1

2
(δ + β(1 + α))

)
w(x) = 0. (7)
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Его общее решение выражается через биконфлюэнтные функции Хойна
HB(α, β, γ, δ, x):

w(x) = D1 · HB(α, β, γ, δ, x) +D2 · r−αHB(−α, β, γ, δ, x). (8)

3. Граничное условие в нуле. Подставим общее решение (8) в выражение
для радиальной части волновой функции с учётом значений констант (6):

f(r) = D1 · exp
(
−r(C

4
4r + C3)

2C2
4

)
rC0HB(α, β, γ, δ, C4r)+

+D2 · exp
(
−r(C

4
4r + C3)

2C2
4

)
r−C0HB(−α, β, γ, δ, C4r).

При C0 > 0 первая компонента общего решения ограничена в нуле, а
вторая нет, поэтому следует положить D2 = 0. Константа D1 находится из
условия нормировки:

D1 =

(∫
∞

0

r2C0+1HB
(
2C0,

C3

C3
4

,
C2
3 − 4C2C

4
4

4C6
4

,
2C1

C4

, C4r
)2
dr

)
−1/2

.

4. Граничное условие на бесконечности. Для того чтобы волновая функ-
ция обращалась в ноль на бесконечности, ограниченное в нуле частное ре-
шение уравнения Хойна (7) должно представлять собой полином. Решения
такого вида существуют, если параметры функции HB(α, β, γ, δ, x) удовлетво-
ряют двум соотношениям [6]:

γ = α+ 2 + 2n (n = 0, 1, 2, . . . ) (9)

и
Ak+1(θ) = 0, (10)

где k > 0— степень полинома,

θ =
1

2
(δ + β(α + 1)) . (11)

Коэффициенты Ak определяются следующими рекуррентными соотношени-
ями:

A0 = 1,

A1 = θ,

Ak+2 = ((k + 1)β + θ)Ak+1 − (γ − 2− α− 2k)(k + 1)(k + 1 + α)Ak.

(12)

Следует отметить, что условие (10) при заданных параметрах потенциала
может выполняться не для всех подряд идущих n.

5. Выражения для энергий и волновых функций. Подставим (6) в (9) и
выразим C2 через остальные переменные:

C2 =
C2
3

4C4
4

− 2(C0 + 1 + n)C2
4 . (13)

329



Е. В. А н т р о п о в а, А. А. Б р ы з г а л о в, Ф. И. К ар м ан о в

Теперь выразим из (5) E через C2:

E = V0 +
qBm~− ~

2C2

2µ
. (14)

Окончательно получим выражение для уровней энергии, подставив в (14)
соотношения (5) для C0, C3, C4, а также (13):

E = V0 +
qBm~

2µ
− 2a21µ

q2B2 + 8µa0
+

+
~

µ

(q2B2

4
+ 2µa0

)1/2(
n+ 1 +

(
m2 +

2µa−2

~2

)1/2)
.

Пусть {n1, n2, n3, . . . }— последовательность таких значений n, для кото-
рых имеет место равенство (10), N — номер энергетического уровня или глав-
ное квантовое число, тогда соответствующие ему энергия и волновая функ-
ция будут

EN,m = V0 +
qBm~

2µ
− 2a21µ

q2B2 + 8µa0
+

+
~

µ

(
q2B2

4
+ 2µa0

)1/2
(
nN + 1 +

(
m2 +

2µa−2

~2

)1/2
)

,

ψN (r, ϕ,E) =
DN√
2π

· exp
(
−r(C

4
4r + C3)

2C2
4

)
· rC0 ×

× HB
(
2C0,

C3

C3
4

, 2nN + 2 + 2C0,
2C1

C4

, C4r
)
,

где

DN =

(∫
∞

0

r2C0+1HB
(
2C0,

C3

C3
4

, 2nN + 2 + 2C0,
2C1

C4

, C4r
)2
dr

)
−1/2

.

Данная система собственных функций является полной в силу того, что
уравнение (7) заменой переменных

w = x−
1+α
2 · eβx+x2

2 v(x)

сводится к уравнению Шрёдингера вида

d2

d2x
v(x) +

(
−x2 + βx+ γ − β2

4
− δ

2x
+

1− α2

4x2

)
· v(x),

которое вместе с краевыми условиями v(0) = v(∞) = 0 представляет собой
частный случай задачи Штурма—Лиувилля с k(x) = 1, ρ(x) = 1 [7]. Для
этой задачи справедливы результаты осциляционной теоремы, позволяющие
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утверждать, что задача имеет счётное число собственных значений и соб-
ственных функций, поэтому найденная система собственных функций может
использоваться в качестве базиса.

6. Аналитическое решение задачи для потенциала с a
−1 = a1 = 0. В ста-

тье [2] рассматривается модель потенциала, в котором нет слагаемых типа r
и 1/r, что соответствует a−1 = a1 = 0 в выражении (1). Для этого потенциала
авторами этой работы были получены волновые функции и спектр энергий
в терминах вырожденных гипергеометрических функций. Если подставить
a−1 = a1 = 0 в (5) и (6), то

C1 = C3 = 0, β = δ = 0,

а в соответствии с (11) и θ = 0, поэтому рекуррентные соотношения (12)
запишутся как

Ak+2 = (2k + 2 + α− γ)(k + 1)(k + 1 + α)Ak (k > 0).

Отсюда следует, что n может принимать только чётные значения: n = 2ν, ν =
= 0, 1, 2, . . . , где ν обозначает номер энергетического уровня. С учётом этого
выражение для энергий частицы приобретёт следующий вид:

Eν,m = a0 +
qBm~

2µ
+

~

µ

(q2B2

4
+ 2µa0

)1/2(
2ν + 1 +

(
m2 +

2µa−2

~2

)1/2)
,

а соответствующие волновые функции в терминах функций Хойна записы-
ваются как

ψν,m =
Dν√
2π

· e−
C2
4r2

2
+imϕ · rC0HB(2C0, 0, 2(C0 + 1 + 2ν), 0, C4r),

где

Dν =

(∫
∞

0

r2C0+1HB(2C0, 0, 4ν + 2 + 2C0, 0, C4r)
2dr

)
−1/2

.

Рис. 2. Энергии электрона в зависимости от индукции магнитного поля и магнитного
квантового числа: 1 —B = 0,0 Тл; 2 —B = 0,2 Тл; 3 —B = 0,5 Тл; 4 —B = 1,0 Тл
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В работе [2] были использованы следующие параметры потенциала: a−2 =
= 9,1022 · 106 мэВ · нм2, a2 = 2,222 · 10−5 мэВ · нм−2, V0 = −2

√
a−2a2.

Соответствующие графики энергетических спектров в зависимости от глав-
ного и магнитного квантовых чисел и индукции магнитного поля представ-
лены на рис. 2.

Заключение. В данной работе для частицы, движущейся в постоянном
магнитном поле и испытывающей воздействие модельного потенциала кван-
тового кольца (1), найдены аналитические выражения для энергий и волно-
вых функций в терминах биконфлюэнтных функций Хойна, что позволяет
расширить класс точно решаемых задач, возникающих при решении уравне-
ния Шрёдингера.

Проведено сравнение полученных аналитических решений с результатами
других авторов.

Предлагаемый модельный потенциал и соответствующие решения стацио-
нарного уравнения Шрёдингера могут быть использованы при описании про-
цессов туннелирования в наносистемах [4], описываемых двухямными потен-
циалами.

Расчёты и построение графиков были выполнены с использованием си-
стем символьной математики MathCAD 14 и Maple 14.
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